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数学 ,这 门 古老 而 又 常 新 的 科学 , 正 靖 步 迈 向 21 世纪 ， 

回顾 即将 过 去 的 世纪 ,数学 科学 的 巨大 发 展 , 纪 以 往 任 何 时 
代 都 更 牢固 地 确立 了 它 作 为 整个 科学 技术 的 基础 的 地 位 .数学 
正 突破 传统 的 应 用 范围 向 几乎 所 有 的 人 类 知识 领域 渗透 ,并 越 
来 越 直接 地 为 人 类 物质 生产 与 日 常生 活 作出 贡献 .同时 ,数学 作 
为 一 种 文化 ,已 成 为 人 类 文明 进步 的 标志 .因此 ,对 于 当今 社会 
每 一 个 有 文化 的 人 士 而 言 ,不论 他 从 事 何 种 职业 , 唤 赴 要 学 习 数 
学 ,了 解数 学 和 运用 数学 ,现代 社会 对 数学 的 这 种 需要 ,在 未 来 
的 世纪 中 无 疑 将 更 加 与 日 俱 增 ， 

另 一 方面 ,20 世纪 数学 思想 的 深刻 变革 ,已 将 这 门 科学 的 
核心 部 分 引 向 高 度 抽 象 化 的 道路 , 面 对 各 种 深奥 的 数学 理论 和 
复杂 的 数学 方法 ,门外汉 往往 只 好 望而却步 .这 样 ,提高 数学 的 
可 接受 度 , 就 成 为 一 种 当务之急 .尤其 是 当世 纪 转 折 之 际 , 世 界 
各 国都 十 分 重视 并 大 力 加 强 数学 的 普及 工作 ,国际 数学 联盟 
(IMU) 还 专门 将 2000 年 定 为 “世界 数学 年 ", 其 主要 宗旨 就 是 
“使 数学 及 其 对 世界 的 意义 被 社会 所 了 解 ,特别 是 被 普通 公众 所 
了 解 ”. 

一 般 说 来 ,一 个 国家 数学 普及 的 程度 与 该 国 数学 发 展 的 水 
平和 相应 并 且 是 数学 水 平 提高 的 基础 . 随 着 中 国 现代 数学 研究 与 
教育 的 长 足 进步 ,数学 普及 工作 在 我 国 也 受到 重视 . 早 在 60 年 
代 , 华 罗 庚 、 匡 文俊 等 一 批 数 学 家 亲自 动手 所 写 的 数学 通俗 读 
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物 , 激 发 了 一 代 青少年 学 习 数 学 的 兴趣 ,影响 绵延 至 今 .改革 开 
放 以 来 ,我 国 数 学 界 对 传播 现代 数学 又 作出 了 新 的 努力 .但 总 体 
来 说 ,我 国 的 数学 普及 工作 与 发 达 国 家 祖 比 尚 有 差距 .我 国 数学 
要 在 下 世纪 初 率先 赶 超 世界 先进 水 平 ,数学 普及 与 传播 方面 的 
赶 超 太 是 一 个 重要 的 环节 和 这 切 的 任务 .为 此 , 惜 鉴 外 国 的 先进 
经 验 是 必 不 可 少 的 . 

《通俗 数学 名 著 译 从 》 的 编辑 出 版 , 正 是 要 通过 翻译 .引进 国 
外 优秀 数学 科普 读物 ,推动 国内 的 数学 普及 与 传播 工作 ,为 我 国 
数学 赶 超 世界 先进 水 平 的 器 世纪 工程 贡献 力 重 .从 书 的 选 题 计 
划 , 是 出 版 社 与 编 委 会 在 对 国外 数学 科普 读物 广泛 调研 的 基础 
十 讨论 确定 的 ,所 选 着 述 ,基本 上 莉 是 在 国外 已 广 为 流 传 .受到 
公众 好 评 的 住 作 , 它 们 在 内 容 上 也 括 了 不 同 的 种 类 ,有 的 深入 浊 
出 介绍 当代 数学 的 重大 成 就 与 应 用 :有 的 循循善诱 启迪 数学 思 
维 与 发 现 技巧 ;有 的 窜 于 哲理 阐 妓 数学 与 自然 或 其 他 科学 的 联 
系 i 等 等 ,试图 为 人 们 提供 全 新 的 观察 视角 .以 宇 探 现代 数 
学 的 发 展 概 魏 ,领略 数学 文化 的 丰富 多 采 . 

从 书 的 读者 对 象 ,力求 定位 于 尽 可 能 广泛 的 范围 ,为 此 丛书 
中 适当 纳入 了 不 同 晨 次 的 作品 .以 使 包括 大 、 中 学 生 ;大 、 中 学 教 
师 ; 研 究 生 ; -一般 科技 工作 者 等 在 内 的 广大 读者 都 能 开卷 受 蔓 . 
即使 是 对 于 专业 数学 工作 者 ,本 从 书 的 都 分 作品 也 是 值得 一 读 
的 .现代 数学 是 一 株 分 支 众多 的 大 树 ,一 个 数学 家 对 于 他 所 研究 
的 专业 以 外 的 领域 ,也 往往 深 有 也 行 如 隔山 之 感 ,也 需要 涉猎 其 
他 分 支 的 进展 ,了 解数 学 不 同 分 支 的 联系 . 

需要 指出 的 是 ,由 于 种 种 原因 ,近年 来 国内 科技 译 著 的 出 版 
并 不 景气 ,有 关 选 题 逐 年 成 少 .在 这 样 的 情况 下 ,上 海 教育 出 版 
社 以 迎接 2000 世界 数学 年 为 契机 ,按照 国际 版 权 公约 ,不 惜 耗 
资 购 买 版 权 , 组 织 翻译 出 版 这 套 《 通 俗 数学 名 著 译 从 》, 这 无 疑 是 
值得 称道 和 支持 的 举措 .参加 本 丛书 葡 译 的 专家 学 者 们 , 肯 愿 折 
出 宝贵 的 时 间 来 进行 这 类 通常 不 被 算 作成 果 但 却 能 帮助 公众 了 
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解 和 欣赏 数学 成 果 的 有 瘟 工 作 , 同 样 也 是 值得 肯定 与 提倡 的 . 
像 这 样 集中 地 恶 译 , 引 进 数 学 科普 读物 ,在 国内 还 不 多 见 . 
我 们 热切 希望 广大 数学 工作 者 和 科普 工作 者 来 关心 .扶植 这 项 
工作 ,使 4 通俗 数学 名 著 译 从 》 出 版 成 功 . 
让 我 们 举 手 迎 接 2000 世界 数学 年 ,让 公众 了 解 , 喜 爱 数学 ， 
让 数学 走 进 千 家 万 户 ! 


《4 通俗 数学 名 著 译 从 》 编 委 会 
1997 年 8 月 


这 本 书 , 研 究 三 角形 与 圆 的 几何 学 ,它们 在 19 世纪 被 英国 
与 欧洲 大 陆 的 作者 们 广泛 地 发 展 了 .这 门 几何 学 ,完全 以 欧 几 里 
得 的 初等 平面 儿 何 或 它 的 近代 版 本 为 基础 ,很 快 被 认为 是 学 院 
的 课程 的 优秀 材料 .或 许 没 有 其 他 领域 ,包含 这 么 多 可 以 被 读者 
直接 接受 的 几何 真理 ,而 在 发 展 方法 与 技术 时 只 需要 很 少 的 预 
备 知 识 . 熟 悉 高 中 数学 与 三 角 术 语 的 学 生 ,就 足以 从 这 门 学 科 的 
课程 中 获得 充分 的 益处 ,因此 ,这 一 课程 非常 适合 于 中 学 数学 教 
师 或 未 来 的 中 学 数学 教师 ;适合 于 喜爱 数学 的 一 般 学 生 ,特别 是 
喜爱 几何 ,而 不 被 解析 几何 中 的 艰苦 的 代数 困难 吸引 的 学 生 ; 适 
合 于 经 常 在 其 他 数学 领域 中 轴 到 这 门 近世 初等 所 何 的 应 用 的 那 
些 数学 家 .与 他 们 的 这 种 关系 ,不 时 地 在 本 书 中 出 现 ,所 以 熟悉 
较 高 等 的 几何 的 读者 会 经 常 发 现 或 多 或 少 有 些 变形 的 熟悉 定 
理 ， 

学 习 这 新 的 初等 几何 有 几 种 途径 ,有 些 作 者 自由 地 使 用 中 
心 射影 的 射影 方法 与 非 调和 比 ; 另 一 种 方法 是 解析 的 ,采用 重心 
坐标 .本 书 的 观点 是 :既然 这 门 学 科 专 门 研究 与 全 等 形 、. 相 似 形 
有 关 的 初等 概念 ,而 综合 射影 方法 或 解析 方法 的 处 理 , 需 要 更 费 
心 的 基本 概念 ,它们 关于 变换 的 射影 群 不 变 , 所 以 更 优雅 ,更 远 
为 适当 的 办 法 是 仅 用 欧 几 里 得 的 全 等 与 相似 的 关系 .这 样 , 可 以 
取得 直接 、 统 一 的 处 理 , 而 用 较 高 等 的 几何 的 更 有 力 的 方法 ,这 
些 却 似乎 要 失去 .于 是 ,在 本 书 中 ,关于 定理 的 构成 与 证 明 , 我 们 
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都 仅 限 于 研究 相等 与 相似 图 形 . 
关于 圆 的 反 演 的 大 莉 应 用 ,可 能 被 认为 是 破坏 了 这 种 统一 
性 ;外 虽然 几何 学 家 可 以 将 反 演 看 作 二 次 Cremona 变换 ,用 相似 
形 和 比例 来 定义 反 演 也 是 同样 容易 和 自然 的 ,这 就 说 明 引 入 和 
使 用 反 演 是 合理 的 ， 
本 书 所 用 材料 , 绝 大 部 分 可 以 从 标准 的 来 源 获得 ,其 中 多 数 
是 容易 找到 的 .最 重要 的 如 下 : 
Simon, Max: Ueber die Entwickelung der Elementarge- 
ometrie im XIX Jahrhundert .Berlin.1906. 
《几何 学 的 最 重要 的 近代 发 展 的 一 个 总 结 , 有 非常 完全 的 文 
责 目 录 , 对 参考 者 家 为 有 用 .) 
Casey ,John:4 Seguel to Euclid .Dublin, 1881, 1888. 
《这 本 名 著 的 第 一 版 发 行 于 1881 年 ,第 四 版 后 又 出 了 第 五 
版 ,包含 80 页 的 “补充 ,讨论 布 洛 卡 几何 .作者 开 世 1891 年 去 
世 后 ,又 出 版 了 标 上 ”第 一 部 分 "而 没有 这 章 补 充 的 第 六 版 
此 ,第 五 版 是 这 书 的 最 有 趣 的 版 本 ;但 由 于 书 中 的 材料 在 其 他 地 
方 也 可 以 找到 ,对 这 本 书 的 兴趣 主要 是 在 历史 方面 .作者 感谢 
R.C.Archibald 博士 异 园 比较 罕见 的 第 五 版 .) 
Lachlan ,及 . : ifoder Pure Ceometry .London ,1893 . 
Mectielland ,W.].: Geometry of the Circle .London ,1891. 
Russell ,J. W. : Elementary Pure Ceometry .Oxford ,1893. 
Durell ,CY¥.: Modern Geometry .London, 1920. 
Gallatly, W. ; Modern Geometry of the Triangle .London, 
1910. 
(这 儿 本 书 有 些 类 似 , 讨 论 通 常用 射影 方法 研究 的 各 种 斤 何 
内 容 .) 
Coolidge, J.L.:A Treatise on the Ceometry of ihe Circle 
and the Sphere .Cambridge( England) ,1914 . 
《这 书 的 第 一 阐 是 我 们 这 一 领域 的 概述 .其余 各 章 解析 地 、 
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非常 全 面 地 处 理 图 与 球 的 几何 学 ,有 很 多 富 于 启发 的 与 初等 领 
域 的 联系 ,) 
Fuhrmann, W. : Synthetische Beweise Planimetrischer Siitze . 
Benin ,1890， 
Emmerich ,A .: Die Brocard’schen Cebilde .Berlin, 1891. 
《这 是 两 本 很 有 价值 的 德 文 文献 . 第 二 本 讨论 布 鹭 卡 几 何 ， 
部 分 采用 解析 法 .第 一 本 在 本 书 中 被 广泛 地 引用 .) 
Altshiller — Court, N. : College Ceometry .Richmond ,1923 . 
《一 本 新 的 .成功 的 美国 课本 ,我 们 希望 与 它 进 行 友好 的 亮 
争 .) 
我 们 也 试图 利用 非常 大 量 的 杂志 上 的 文章 ,以 及 较为 陌生 
的 书籍 ,将 从 中 获得 的 最 重要 的 结果 融入 本 书 . 因 为 本 书 的 目标 
不 是 成 为 一 本 包 田 万 象 的 文集 ,而 是 这 个 非常 广泛 的 领域 的 一 
个 导 引 ,许多 在 期 刊 上 出 现 的 非常 复杂 的 研究 没有 足 驶 的 篇 幅 
容纳 吓 . 同 时 ,本 书 的 主旨 对 资料 的 原始 性 要 求 不 多 ,作者 的 原 
始 贡献 不 很 重要 ,所 以 作者 本 人 致力 于 将 材料 有 机 地 结合 起 来 ， 
玛 力 于 证 明 的 清晰 、 简 化 与 加 强 . 如 果 读 者 对 于 省 部 分 之 间 的 关 
系 与 安排 的 协调 、 统 一 ,感到 美学 的 满意 ,作者 就 成 功 了 . 
或 许 本 书 对 于 几何 艺术 的 发 展 的 主要 贡献 是 设计 “有 向 角 ” 
( 馈 于 更 好 的 名 字 ) 的 概念 与 证 明 方法 .这 个 方法 的 优点 ,已 经 在 
几 年 前 美国 数学 月 刊 的 文章 中 指出 ,只 有 在 充分 热 悉 之 后 才能 


中 在 这 三 角形 几何 学 的 最 重要 的 贡献 中 ,必须 提 到 爱 丁 保 的 志 遍 
博士 (John S.Mackey) ,爱丁堡 数学 会 的 首尾 主 席 . 考 饥 博 士 是 这 一 领域 的 
热情 的 工作 者 ,在 该 数学 会 成 立 后 的 第 一 个 二 十 年 间 , 他 在 该 会 的 会 刊 
Proceedings 上 发 表 了 三 十 五 篇 六 章 ,其 中 有 简短 的 注 记 , 也 有 与 三 角形 相 
关 的 重重 要 的 图 形 的 长 篇 专 论 .他 的 数学 史 的 研究 也 极 有 价值 ,在 本 书 中 
将 要 见 到 .学 完 本 书 并 希望 在 这 一 领域 进一步 研究 的 学 生 , 没 有 上 比 读 过 凯 
的 文章 更 能 令 他 长 进 的 事 了 ;而 且 在 麦 遍 的 文章 中 ,还 能 找到 完整 的 文献 
日 录 . 
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欣赏 它 ,我 们 希望 它 能 得 到 更 普遍 的 应 用 .除了 作为 证 明 方 法 的 
力量 , 它 也 给 一 些 基 本 定理 的 陈述 提供 了 一 种 有 价值 的 形式 , 否 
则 对 不 同 的 情况 将 需要 几 种 不 同 的 叙述 .这 种 类 型 的 定理 ,如 
$75,186,238, 在 一 些 教 材 的 表述 中 一 直 是 含糊 不 清 的 ,它们 的 
充分 意义 只 有 在 使 用 有 向 角 时 才能 说 明白 .这 个 新 的 严谨 的 方 
法 谨 供 所 有 几何 学 家 考虑 ， 

毫 无 疑问 ,本 书 提供 的 材料 多 于 通常 一 个 学 期 的 课程 所 能 
处 理 的 .在 减少 材料 与 简略 证 明 的 丙 难 境地 ,作者 倾向 于 后 一 种 
选择 ;因此 只 有 较 少 的 定理 完整 详细 地 给 出 证 明 , 留 给 学 生 完 成 
的 原始 证 明 , 重 是 很 大 的 .同时 ,作者 相信 本 书 的 郊 辑 顺序 是 非 
常 清晰 的 ,所 以 读者 很 少 会 因 任何 实质 的 困难 而 困 恶 .希望 读者 
能 对 课文 中 所 有 未 证 明 的 定理 与 系 (推论 ) 补 出 证 明 ; 在 需要 的 
地 方 ,我 们 已 提供 了 提示 ,细心 的 作 图 也 是 极为 重要 的 ;希望 学 
生 能 画 出 图 形 , 用 以 说 明 较 重要 的 定理 中 ， 

相信 教师 们 能 够 发 现 ,根据 他 们 个 人 的 爱好 来 选取 材料 供 
任意 长 的 课程 使 用 ,而 不 损害 全 部 内 容 的 统一 性 ,是 可 能 的 .最 
主要 的 几 章 ,对 这 一 学 科 的 任 一 种 学 习 都 是 基本 的 ,是 1,2,3， 
7~11l 章 及 4,5,12 章 的 指定 部 分 .无 论 园 的 几何 学 (5,6 章 ) ,还 
是 布 洛 卡 几何 (12,16,17,18 章 ) 都 不 应 名 视 ; 第 14 章 虽 然 不 是 
不 可 缺少 的 , 它 给 出 一 种 有 价值 的 看 法 ,可 以 看 到 前 面 几 章 的 本 
质 . 

作者 借 此 机 会 表示 对 哈佛 大 学 柯立芝 (J.L.Coolidge) 尊 授 
的 感谢 ,在 他 所 开设 的 菇 的 几何 学 的 课程 中 ,作者 首次 接触 这 一 
领域 ;他 的 和 广 与 循 特 善 诱 支 持 着 本 书 的 准 各 工作 ,同时 ,应 当 
说 明 本 书 的 任何 不 要 之 处 均 与 柯立芝 教授 无 于 . 

作者 还 要 感谢 了 现 . Young 教授 (这 套 从 书 的 编辑 ) 与 B.H. 
Brown 教授 {两 位 痢 在 Dartmouth 学 院 工 作 ) ,他 们 耐心 地 阅读 我 
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的 手稿 并 提出 很 多 有 价值 的 意见 ;感谢 Brown 大 学 的 R.C. 
Archibald 教授 提供 了 很 多 同 祥 有 用 的 意见 ， 


数学 与 服装 一 样 , 讲 宫 时 尚 , 并 且 在 这 两 个 领域 内 ,时 尚 者 
有 重复 出 现 的 趋势 .在 19 世纪 下 半 叶 .近世 几何 ”, 即 本 书 的 内 
容 , 曾 引 起 广泛 的 兴趣 ,在 英国 与 欧洲 大 陆 两 方面 都 有 很 多 人 积 
极 只 事 研 究 ,很 多 优美 的 定理 获得 证 明 , 其 中 大 多 数 是 使 用 初等 
方法 .到 该 了 世纪末, 这 种 兴趣 有 所 减弱 . 

本 书 似 显示 这 种 兴趣 的 复活 ,很 大 程度 上 是 由 于 认识 到 这 
新 的 灶 料 对 训练 我 们 高 中 未 来 的 几何 教师 的 价值 .事实 上 ,这 是 
一 种 训练 , 它 是 初等 几何 的 自然 的 "继续 ”, 由 一 批 可 用 类 似 于 经 
洪 平 面 儿 何 所 用 方法 导出 的 命题 组 成 ,具有 新 奇 的 级 引力 与 内 
在 的 美 .因此 , 毫 不 育 怪 , 越 来 越 多 的 学 院 与 师范 学 校 将 这 门 “ 近 
世 斤 有" 列 入 它们 的 现行 课程 中 ， 

但 这 本 书 , 不 仅 可 作为 这 类 课程 的 教材 ,而 且 也 给 我 们 
增加 了 一 本 有 丛 信 的 数学 文献 .由 于 本 书 对 读者 预先 的 训 
练 , 要 求 极为 合理 ,可 以 期 望 它 会 受到 许多 有 兴趣 ,有 志向 所 
求 描 长 知识 与 了 解 几 何 的 高 中 与 学 院 的 教师 们 的 喜 党 ,而 
县 ,许多 受过 高 级 训练 的 数学 家 会 欢迎 它 , 因 为 这 给 他 们 一 
个 机 会 ,去 泪 补 他 们 先前 学 习 中 一 个 并 非 军 见 的 缺口 .这 本 
书 的 内 容 , 尽 管 有 初等 的 特色 ,一 般 说 来 不 是 数学 家 所 熟 节 
的 . 

最 后 ,作者 成 功 地 将 大 暑 在 杂志 上 零 夺 地 出 现 的 宁 料 收集 
在- 起 ,否则 它们 是 不 易 见 到 的 .这 非但 没 桨 减亏 它 作 为 启 等 课 
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本 的 价值 ,而 且 也 使 它 成 为 一 本 很 有 价值 的 参考 书 . 
J.W,Young 
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$1 预备 知识 ”假定 读者 熟悉 美国 中 学 通常 讲授 的 平面 
几何 与 初等 代数 ,以 及 最 简单 的 三 角 原 理 , 假 定 读者 对 平面 几何 
中 的 标准 定理 有 一 定 的 熟悉 ,如 果 在 读本 书 之 前 ,复习 一 下 更 
好 .简单 的 代数 化 简 与 运算 经 常用 到 ,几何 关系 的 表达 式 经 常 通 
过 引入 三 角 函 数 来 化 简 ,偶而 也 利用 与 它们 有 关 的 最 基本 的 恒 
等 式 来 化 简 . 中 学 数学 课程 里 的 三 角 知 识 已 足够 本 书 的 需要 ,而 


自由 地 运用 代数 与 三 角 方 法 对 几何 的 研究 大 为 方便 .不 再 需要 


更 多 的 数学 知识 ;当然 ,熟悉 高 等 几何 的 读者 可 以 常常 感觉 到 本 
书 与 其 他 几何 学 的 关系 ， 

本 章 将 介绍 全 书 所 采用 的 一 般 原 理 、 方 法 及 观点 .数学 水 平 
较 高 的 学 生 对 这 些 原理 不 会 觉得 新 奇 ,第 一 次 接触 的 读者 也 不 
会 觉得 非常 困难 ， 


正 负重 


$2 有 时 我 们 讨论 的 几何 量 可 以 从 两 个 方向 中 的 任 一 个 
来 度量 .通常 约定 一 个 方向 为 正 , 另 一 个 方向 为 负 . 温 和 座 计 是 一 
个 熟悉 的 例子 .再 如 , 沿 东 西向 的 街 量 距离 ,可 以 将 向 东 的 距离 
峙 上 正 号 ,向 西 的 附 上 负 号 .于 是 ,在 这 段 路 上 行走 两 次 或 更 允 
次 ,不 管 各 次 的 方向 是 否 相同 ,结果 对 出 发 点 的 距离 与 方向 等 于 
表示 各 次 行走 的 数 的 代数 和 .类 似 的 例子 可 以 同样 说 明 . 一 般 的 
壤 理 , 即 某 种 盟 的 组 合 疝 以 用 它们 的 度 壤 的 代数 和 表示 .这 种 量 
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这 柜 欧 拓 几 何 学 


的 度量 在 下 面 定义 . 

最 重要 的 例子 是 直线 上 的 距离 , 设 4,8B 为 任 音 两 点 , 则 AB 
表示 从 4 到 8 的 距离 ,而 BB 表示 从 B 到 4 的 蝶 离 .其 中 一 个 用 
一 个 正 数 表示 , 另 一 个 是 同一 个 数 添 上 负 号 ,对 一 条 直线 上 任意 
王 点 4, 中,CG, 有 下 列 重 要 关系 : 

AB + BA =0, 

AB + BC= AC, 

AB + BC+ CA =0, 

BC= AC- AB. 
后 三 式 其 实 是 同一 事实 的 不 同 表 现形 式 . 特 别 注意 最 后 一 式 , 它 
将 两 点 间 的 有 向 距离 ,用 定点 4 到 它们 的 距离 来 表示 .由 此 得 
出 一 个 有 用 的 方法 , 即 一 条 直线 上 各 点 间 的 距离 都 可 以 这 样 表 
示 ，, 并 且 它 们 之 间 的 关系 可 以 用 代数 关系 来 建立 . 设 在 直线 
4BC… 上 的 点 0 到 各 点 的 距离 为 

a = 04 ,6 = 08, 等 等 ， 

则 4B8 用 (8 - ae) 表示 ,等 等 .例如 : 

S3 欧 拉 定理 设 4,8,.C, 为 一 条 直线 上 的 任意 四 
点 , 则 


AB. CD + AC*DB + AD': BC =0. 

因为 (56-a)(ld-c)+(c-alb-d})+(d-a)(c-6b) 
=bd—-ad-betact+::=0. 

84 第 的 正 负 ,按照 惯例 规定 : 依 反 时 针 方 向 度量 的 角 为 
正 , 顺 时 针 方 向 度量 的 角 为 负 .由 这 规定 ,我 们 有 关系 

ABC+ A CBD= /ABD, 

不 管 直 线 B4 ,BC ,BD 的 位 置 如 何 . 

有 时 需要 给 一 点 到 一 条 固定 直线 的 距离 添上 符号 .这 时 习 
惯 上 将 直线 某 一 全 的 点 到 这 直线 的 距离 都 添上 正 号 , 另 一 侧 的 
都 请 上 负 叶 .习惯 上 ,将 三 角形 内 的 点 到 边 的 耻 离 定 为 正 的 . 

§5 对 于 面积 ,通常 不 计 正 负 , 即 认为 都 基 正 的 ,但 有 时 希 要 
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添上 符号 .在 面积 是 由 两 条 (有 问 ) 线 段 的 积 确定 时 , 符 叶 就 是 积 的 
代数 符号 . 另 一 种 方法 是 考虑 绕 这 面积 的 周 界 行走 的 方向 .如 果 行 
走 方 向 为 正 ( 即 反 时 针 方 向 ), 面 积 规定 为 正 . 如 果 行 走 方向 为 怖 时 
针 方 向 ,面积 为 负 . 但 在 本 书 中 ,很 少 需要 区 别 面积 的 正 负 . 

86 线段 的 比 ” 与 上 面 的 叙述 保持 一 致 ,一 条 直线 上 两 条 
线段 的 比 ,根据 这 两 条 线段 的 方向 相同 或 相反 ,确定 它 为 正 或 为 
全 ,考虑 两 个 固定 的 点 4,8, 及 直线 48 上 另 一 个 任意 的 点 了. 
定义 48 被 P 分 成 的 线段 为 有 向 距离 PA 与 PB ,AB 被 P 分 成 的 


比 为 二 -. 这 比 的 大 小 ,符号 与 单位 长 度 及 直线 方向 的 选择 无 
关 . 对 所 有 A,B 之 间 的 点 P, 这 比 为 负 ; 对 线段 48 之 外 的 点 PP， 
这 比 为 正 ., 现 在 设 点 P 在 整个 直线 48 上 穆 动 ,考虑 比 
两 

一 FB 
的 变化 . 当 PP 在 84 方向 很 远 处 ,r 略 小 于 1. 当 P 趋 近 于 A 时 ， 
r 沽 次 通过 从 1 到 0 的 所 有 值 ; 当 PP 通过 4 ,向 8 移动 时 ,r 变 
为 0, 然 后 顺 次 通过 所 有 的 负 值 ,在 48 中 点 处 值 为 - 1. 当 己 趋 
近 于 8 时 ,r 通过 绝对 值 越 来 越 大 的 负 值 . 在 P 通过 8 点 后 , 比 
为 正 而 且 很 大 ; 最 后 , P 沿 4B 方向 移 远 时 , 比 递减 至 极限 值 
+1. 

于 是 ,我 们 看 到 对 这 直线 上 每 一 点 , 除 B 外 ,这 比 的 值 都 是 
确定 的 ; 反 过 来 ,r 的 每 一 个 值 , 除 + 1 外 ,确定 这 直线 上 一 个 点 . 
这 可 以 代数 地 报 述 并 证 明 如 下 : 

$7 定理 设 4,8 为 任意 两 点 , 为 任 一 不 同 于 +1 的 


数 , 则 在 直线 4B 上 存在 并 且 只 存在 一 点 P ,使 tk 全 - 


证 明 : 令 A 和 B=a,P4=x, 则 
PB= PA+AB=x+4a. 
于 是 所 求 的 尖 条 是 


有 
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对 «来 解 ,得 
(1 -Ek}x = ak, 
它 产生 唯一 的 * 值 -全 ,除非 上 面 所 说 的 = +1. 
无 田 远 点 


88 定理 中 讨论 的 点 ,经 常 是 一 个 图 形 中 两 条 直线 的 变 
点 .在 特殊 情况 ,问题 中 的 两 条 直线 平行 ,定理 就 没有 意义 了 .为 
了 消除 这 种 博 外 情况 ,我 们 采用 新 的 观点 ,认为 平行 直线 有 一 公 
共 点 ,这 点 可 以 称 为 无 穷 远 点 . 
考虑 两 条 直线 ,一 条 固定 , 另 一 条 绕 它 的 一 个 点 (不 是 两 条 
直线 的 交点 ) 旋 转 , 当 它 趋 近 平行 线 的 位 置 时 ,交点 越 移 越 远 ; 当 
两 条 直线 成 为 真正 平行 时 ,交点 消失 了 .因此 产生 了 熟悉 的 说 法 
“平行 线 相交 于 无 穷 远 ”. 这 句 话 在 普通 的 头脑 里 形成 难 懂 的 意 
思 , 因 为 它 瞳 示 有 一 个 实 实在 在 的 点 ,或 许 在 超出 我 们 所 能 想象 
的 极 远 处 ,在 那里 平行 线 真 的 相交 了 . 当然 ,从 这 里 无 法 推出 任 
何 东 西 ;正确 的 说 法 是 平行 线 根本 不 相交 ,上 面 那 句 话 完全 没有 
意义 . 
正 因 为 那 句 话 没有 固有 的 意义 ,我 们 可 以 随心 所 谷地 自由 
给 它 任 意 一 种 意义 ,并 且 按 照 这 一 解释 来 使 用 它 . 在 数学 中 ,这 
样 的 扩展 一 个 词 或 一 名 话 的 意义 是 通常 的 习惯 中 . 稍 后 还 有 其 


中 “给 一 个 词 产 生意 义 是 一 件 很 吃力 的 车 ," 爱 丽 丝带 着 沉思 的 语 
调 说 . 
“ 当 我 像 这 样 给 一 个 词 更 多 的 事 做 的 时 候 ," 胖 壤 儿 说 ,我 总 给 它 略 
外 的 钱 .” 

译 者 注 : 爱 现 丝 (Alice), 胖 墩 北 (HUumpry - Dumpty) 都 是 著名 的 童话 
《爱丽 丝 镜 中 世界 奇遇 记 》 中 的 人 物 ， 
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他 的 例子 出 现 .于 是 ,我 们 有 如 下 的 定义 : 

$9 定义 两 条 或 更 多 条 直线 相交 于 一 点 ,或 共 点 ,意思 
是 以 下 两 件 事 中 的 任 一 种 :或 者 有 一 个 点 ,所 有 直线 都 通过 它 ; 
或 者 这 些 直 线 都 平行 ,两 条 或 多 条 平行 线 可 以 说 成 有 一 公共 的 
无 穷 远 点 ,或 者 在 无 穷 远 处 相交 . 

这 样 ,无 穷 远 点 ,我 们 并 没有 定义 ;两 条 或 多 条 直线 有 一 公 
共 的 无 穷 远 点 只 能 解释 为 这 些 直 线 平行 的 男 一 种 说 法 . 

这 一 定义 最 通常 的 应 用 是 在 下 面 的 情况 .在 一 个 定理 中 , 蘑 
条 直线 应 当 通 过 两 条 已 知 直线 的 交点 ;如 果 在 特殊 情况 ,这 两 条 
直线 成 为 平行 线 ,那么 这 第 三 条 直线 也 应 与 它们 平行 . 换 句 话 
说 ,如 果 定 理 断 定 三 条 直线 共 点 ,那么 在 这 些 直线 平行 时 ,定理 
仍然 被 看 作成 立 的 . 

$§ 10 我 们 再 列举 一 些 补充 的 定义 与 命题 ,并 解释 如 下 : 

a， 所 有 无 穷 远 点 都 在 一 条 直线 上 ,这 直线 称 为 无 穷 远 线 . 

hb. 如 果 P 是 直线 AB 上 的 无 穷 远 点 ,那么 


-=1. (参考 和 6,7) 


〈 请 读 考 仔细 地 叙述 每 一 个 定义 的 解释 ,并 建立 以 下 命题 . ) 

c. 在 任 一 条 直线 上 ,有 且 只 有 一 个 无 穷 远 点 . 

d， 平面 上 的 每 两 条 直线 确定 一 个 点 . 

e. 平面 上 的 每 两 个 点 (可 以 是 无 穷 远 点 ) 确 定 一 条 直线 ， 

$11 采用 这 种 观点 的 价值 ,可 道 过 下 面 的 简单 的 例子 看 
出 .回忆 一 下 平面 几何 中 的 一 条 定理 : 

定理 三 角形 的 外 角 平 分 线 外 分 对 边 为 两 份 ,它们 的 比 等 
于 邻 边 的 比 ， 

在 两 条 售 边 相等 时 ,这 一 定理 失去 意义 ,除非 我 们 采取 某 种 
特殊 的 如 像 上 面 刚 刚 建 立 的 约定 .在 这 一 约定 下 ,定理 仍然 成 
立 . 因 为 这 时 外 角 平 分 线 与 对 边 相 交 于 无 穷 远 点 ,所 分 的 比 为 
+1, 恰 好 是 邻 边 的 比 . 又 ,可 以 证 明 三 龟 形 三 条 外 角 平 分 线 与 对 


一 


[7 


,一 


边 的 交点 ,这 三 点 共 线 .利用 我 们 的 约定 ,这 命题 对 等 腰 三 角形 ， 
乃至 等 边 三 角形 都 同样 成 立 . 读 者 应 仔细 研究 这 一 情况 ,验证 这 
$12 现在 ,我 们 再 介绍 某 些 其 他 的 推广 与 定 习 的 扩展 ,这 
是 有 用 的 .一 般 地 ,过 三 点 下 以 作 一 个 男 , 但 在 三 点 共 线 时 出 现 
例外 的 情况 .为 了 将 这 两 种 情况 化 为 一 种 ,我 们 扩展 却 这 个 词 的 
定义 ,使 得 直线 也 纳入 圆 的 范畴 .这 就 是 说 , 圆 这 个 词 ,我 们 可 以 
指 按照 通常 的 定义 ,有 圆心 与 半径 的 真正 的 圆 , 也 可 以 指 一 条 直 
线 .在 后 一 种 情况 ,圆心 用 这 条 直线 的 垂 线 上 的 无 穷 远 点 来 表 
示 ,半径 的 倒数 用 数值 0 代替 .我 们 还 允许 ,而 且 有 时 有 用 (如 
$ 118), 将 一 条 直线 与 无 穷 远 线 的 组 合作 为 圆 处 理 . 
贺 的 另 一 种 特殊 的 (极限 的 ) 类 型 是 零 圆 , 它 的 半 笃 为 0. 我 
们 约定 任 一 点 可 以 看 作 一 个 圆 , 国 心 在 这 一 点 ,半径 为 零 . 在 定 
理 中 说 到 圆 ,究竟 是 限制 于 真正 的 圆 ,还 是 某 一 种 允许 考虑 的 特 
殊 类 型 ,都 会 在 上 下 文中 予以 说 明 
记号 
$13 研究 三 角形 时 ,标准 的 记号 使 叙述 简单 明了 .所 讨论 
的 三 角形 均 指 不 等 边 三 角形 ,除非 特别 申明 . (在 三 角形 成 为 直 
角 三 角形 或 等 采 三 角形 时 ,定理 常 有 必要 的 修改 ,但 这 些 夏 改 往 
往 是 明显 的 ,不 需 特 别提 出 .) 
令 41,4a,43 为 三 角形 的 顶点 ; 
站] 全 24 好 3 为 边 4343,4341,4142 的 长 
alyeaya35 为 三 个 内 角 ; 
0 为 外 心 ,R 为 外 接 圆 半径 ; 
O01,02,03 为 0 到 三 条 边 的 垂 线 足 ,也 就 是 边 4243， 


18] EP 的 中 点 ; 


Hi, Hi, Hs 为 高 与 对 边 的 交点 ，; 
五 为 垂 心 , 即 三 条 高 的 交点 ; 
一 # 一 


天 1 ,天 2 大 3 为 高 的 长 ; 
mi m2, m3 为 中 线 4101,4202,4303 的 长 
证 为 重心 , 即 三 条 中 线 的 交点 ; 
5 为 周 长 的 一 半 ; 
4 为 面积 ; 
XXX3 是 与 点 古 相 关联 的 点 ,通常 是 工 到 三 条 边 的 
垂 线 足 ; 
了 为 内 心 ,p 为 肉 切 圆 的 半径 . 
在 引入 其 他 点 时 ,将 指定 相应 的 字母 . 
练习 证 明 三 角形 三 边 的 垂直 平分 线 交 于 一 点 ; 角 平 分 线 ; 
中 线 ; 高 也 都 是 这 样 ， 
(这些 定 理 的 证 明 可 在 任何 一 本 平面 几何 书 中 找到 ;也 可 见 
§219.) 
#14 画图 非常 希望 读者 对 所 有 重要 的 定理 作出 完整 、 
精确 的 图 .特别 在 图 形 很 复杂 的 情况 ,自己 画图 远 比 印 好 的 图 富 
于 启发 性 .学 生 应 自 备 直 尺 .圆规 及 一 对 绘图 员 用 的 三 角 板 ;应 
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当 学 会 使 用 三 角 板 作 平 行 线 与 垂 线 .本 书 中 所 需要 的 作 图 都 是 
可 以 用 尺 规 作出 的 ,但 对 于 经 常 反复 出 现 的 作 图 ,使 用 三 角 板 或 
其 他 特殊 工具 可 以 节省 很 多 时 间 { 在 仅 用 近似 作法 与 标准 的 作 
法 精确 程度 相同 时 ,应 当 采 用 前 者 .例如 ,从 图 外 一 点 向 贺 作 切 
线 或 作 两 个 圆 的 公 切 线 , 最 好 的 也 是 最 简便 的 方法 是 把 直 尺 仔 
细 地 放 在 相 切 的 位 置 上 ,随即 曾 出 直线 . 切 点 可 以 这 样 找 出 :将 
三 角 板 放 在 直 尺 边 上 , 定 出 圆心 到 切线 的 垂 线 足 )， 

在 研究 三 角形 时 , 常 需 画 图 . 随手 画 一 个 既 不 是 直角 也 不 是 
等 腰 的 三 角形 相当 困难 .最 好 的 办 法 是 先 作 外 接 园 ,在 这 贺 内 作 
内 接 三 角形 . 道 过 圆心 到 各 边 的 距离 可 以 控制 三 角形 的 形状 . 

练习 在 一 个 半径 约 为 3 英寸 的 国内 , 作 一 个 三 角形 


414243, 它 的 边 4244 与 434， 到 攻心 的 距离 分 别 约 为 了 英寸 与 


1 六 英寸 .这 是 一 个 不 等 边 的 三 角形 .用 三 角 板 作出 圆心 0 到 三 
所 的 重 钱 O01,00;,003. 作 高 A1H1,42H2,438H3 并 定 出 它们 
的 交点 五 . 找 出 中 线 4101,A420;;,4303 的 交点 时 ， 

延长 001,00;,003 交 贺 于 P,P;,P3; 作 角 平 分 线 41P， 
42P2,d3P3. 从 而 求 出 内 心 了 ,作出 内 切 图 ， 

求 出 过 五 ; ,五 : ,五 3: 的 圆 的 图 心 ; 作 出 这 个 圆 . 

§15 三 角形 的 下 列 定理 不 难 建 立 . 公式 a 可 由 图 形 立 即 
导出 .由 sa 可 直接 导出 b 与 4. 而 e 可 由 两 三 个 标准 的 几何 定理 
《其 中 包括 色 股 定理 ) 组 合 而 成 ,是 三 角 学 中 的 余弦 定理 .等 式 e 
与 f 通 常 在 几何 课本 中 有 推导 ,而 g 是 c 与 d 的 简单 组 合 . 

a. 四] = Ga2sinay = qasina2. 


评 ] _ 并 加 好 了 _ 
b. sinal™ sinos” sinas™ AR. 《 正 雯 定理 ) 
C， af= a3+ a4~ 2 gc08g). ( 余 副 定理 ) 


1 1 、 
引入 = ah) = 20sina 


- » 。 全 [家 2 让 3 
= ?及 zsinawlsinaosinwy= 一 一 一 


2 
e. hl=v sts aj)(s — a)(s -a3), 
al 


ss 1 Ss— 7 (8 一 oa). 


a3+ as— a? 
多. PPDt < 4 


应 当 记 在 心中 :任何 一 个 式 子 中 ,下 标 不 对 称 地 出 现时 ,可 
以 将 于 标 依 轮 换 的 顺序 增加 ,产生 类 做 的 式 子 ,以 适用 于 三 角形 
中 任意 的 边 或 角 . 

练习 ”给 出 公式 a 到 gg 的 完整 证 明 . 


有 向 角 


§ 16 我 们 将 引入 一 种 特定 形式 的 角 的 定义 , 它 在 本 书 中 
非常 有 用 中 .从 现在 起 ,记号 二 用 来 表示 通常 方式 定义 的 角 , 而 [11] 
即将 定 闵 的 有 向 角 用 记号 实 表 示 . 

定义 ”从 一 条 直线 ! 到 另 一 条 直线 !" 的 有 向 角 是 ! 依 正 向 
旋转 ,到 与 志平 行 或 重合 时 ,所 经 过 的 角 , 记 为 实 1 .类似 地 ， 
S4BC, 从 4B8 到 BC 的 有 向 角 是 整个 直线 48 依 正 向 绕 吾 旋 
转 , 到 与 BC 重合 时 ,所 经 过 的 角 

由 定义 可 知 , 两 个 相差 180? 或 180p 的 倍数 的 有 向 角 是 等 价 
的 . 立 ABC 的 度量 等 于 一 4BC 或 一 4BC 的 补 角 . 设 ABC 为 正 向 
即 反 时 针 方 向 的 三 角形 时 , 则 有 向 角 立 48C , 详 BC4d , 详 C4B 等 
于 相应 的 外 前 ,而 内 角 是 立 CBA , 袜 ACB ,< 撕 BdC. 

8$17 有 向 角 的 加 法 定义 如 下 : 


中 参见 本 书 著者 Johnson 在 American Mathematical Monthly 第 
24 卷 (1917 年 ),101 页 的 论文 “Directed Angles in Flementary Geometry” 及 
313 页 的 论文 “Directed Angles and Inversion ,with a proof of Schoute’s Theo- 
rem" ;及 第 25 卷 {1918 年 ),108 页 的 论文 “The Theory of Similar Figures” . 
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T+ 人 b= 
位 +4= 计 ,ts， 
其 中 1s 是 满足 立 上 ,1s= 立 1;3,44 的 一 条 直线 . 
18 作为 这 些 定义 的 直接 推论 ,我 们 有 下 列 关 于 有 疝 角 
的 运算 法 则 ， 
定理 
a 立 上 , 上 + 半 上 2,=0 谍 180. 
b. 车 志平 行 于 用 ,和 平行 于 号 , 财 
,= 位 ,上 
[12] 类 似 地 ,车 上 垂直 于 11 ,1 重 直 于 睛 ,结论 也 成 立 . 
c， 对 任意 四 条 直线 有 恒等式 : 
+ ,+ ,bh. 
因为 T= 人 ,+b, 
而 B= t+， 
两 式 相 加 即 得 ". 
qd， 三 点 4 ,8B,C 共 线 当 且 仅 当 
TABC =0. 
或 换 一 种 等 价 的 说 法 ,对 任意 的 第 四 点 D， 
ACD = 守 BCD, 
e. 设 和 ABC 中 , 边 48 = 4C, 则 
ABC = BCA; 
反 过 来 也 成 立 . 
f. 对 任意 四 点 4,8,C,D, 有 
实 48C+ 袜 CD4 =B4D + 守 DCB. 
$19 现在 介绍 有 向 角 的 基本 定理 , 它 显 示 这 一 方法 的 极 


大 用 处 . 
定理 ”四 点 4,8,C,D 当 且 仅 当 
ABC = 实 4DC 
时 共 圆 . 


Di 


回忆 一 下 : 同 弧 .上 的 圆周 角 相 等 ,反之 亦 然 .又 ,如 果 圆 周 分 
为 两 段 弧 ,它们 所 对 的 贺 周 角 互 补 ; 换 句 话说 , 凸 四 边 形 当 且 从 
当 顶 点 共 阁 时 ,对 角 互 补 . 这 两 个 著名 的 定理 可 以 全 成 一 个 一 般 
的 定理 , 即 : 如 果 四 点 #4,8,C,D 共 圆 ,那么 人 ABC 与 一 4DC 
相等 或 互补 ,根据 8,D 在 AC 同 侧 或 蜡 侧 而 定 ; 反 过 来 , 逆 命 题 [13] 
也 成 立 . 现 在 注意 :如 果 呈 ,万 在 4C 同 删 , 旦 一 4BC = ADC, 那 
么 并 48BC = 守 4DC; 反 过 来 也 成 立 . 但 如 果 8,D 在 AC 异 柚 , 且 
一 4BC 与 4DC 互补 , 仍 有 文 4BC = 实 4DC; 反 过 来 也 成 立 . 在 
四 点 不 共 线 时 ,这 就 建立 了 上 述 定理 .最 后 ,我 们 已 经 看 到 当 且 
仅 当 

ABC = 六 4ADC =0 
时 ,四 点 共 线 .因此 ,在 所 有 情况 ,等 式 
ABC = 实 4DC 

荐 四 点 共 圆 (在 圆 这 词 的 扩展 的 意义 上 ) 的 充分 必要 条 件 . 

系 设 4,8 为 定点 , 则 使 实 4PB 为 定 慎 的 点 PP 的 轨迹 是 
过 4 与 五 的 圆 . | 

总 之 ,虽然 对 几何 学 的 研究 ,采用 有 向 角 并 不 是 必须 的 ,但 
这 一 方法 可 以 使 很 多 定理 与 证 明 得 到 很 大 程度 的 简化 与 明晰 ， 
使 得 只 用 一 个 定理 ,一 个 证 明 便 可 包 男 一切 .否则 的 话 ,和 需要 考 
虑 很 多 情况 ,叙述 不 够 简明 精确 . 以 下 各 章 自由 地 运用 这 些 内 


和 容 ; 第 7 章 开 始 有 一 个 说 明 它 的 优点 的 好 例子 ,在 那里 ,一 个 重 

要 简单 的 定理 用 两 种 方法 证 明 , 既 用 通常 的 方法 ,也 用 上 面 的 设 

计 . 我 们 总 可 以 将 用 有 向 角 的 任 一 个 命题 还 原 为 熟悉 的 语言 ,只 
[14] 需 记 得 在 断言 两 个 有 向 角 相 等 时 ,图 中 由 同样 直线 形成 的 角 , 报 

据 它们 的 方向 ,确实 相等 或 互补 ,但 正 是 这 种 不 确定 性 ,造成 不 

加 的 图 情况 不 同 ,这 一 点 启发 我 们 引入 有 向 角 . 在 有 向 角 的 系统 

下 ,各 角 间 的 实际 位 置 如 何 无 关 紧要 ,并 且 图 的 安排 即使 发 生 侦 
[15] 然 的 变化 ,所 得 结论 都 相同 . 


& 20 ”本章 研究 平面 上 两 个 相似 形 的 关系 . 回忆 一 下 ,在 初等 
几何 中 已 经 证 明 ;“ 如 果 两 个 图 形 的 所 有 对 应 角 包 都 相等 ,那么 所 有 
的 对 应 线段 成 比例 ,两 个 图 形 相 似 . "我 们 将 先 讨论 对 应 边 互 相 平 行 
的 两 个 相似 形 ,并 证 明 过 它们 每 一 对 对 应 点 的 直线 必 交 于 同 ~… 点 ， 
这 点 称 为 位 似 中 心 .在 一 般 情 况 ,两 个 相似 形 在 同一 平面 ,但 对 应 边 
不 互相 平行 ,这 时 存在 一 个 相似 中 心 , 即 自身 对 应 的 点 , 它 关 于 这 两 
个 图 形 具有 问 样 的 对 应 位 置 .这 个 点 的 性 质 , 下 面 将 详细 讨论 ,以 便 
今后 应 用 ,其 中 ,两 个 圆 的 特殊 情况 给 予 了 应 有 的 注意 . 

$21 我 们 首先 考虑 位 似 形 , 即 两 个 图 形 的 对 应 线 互相 平 
行 ,并 且 对 应 点 的 连 线 交 于 同一 点 (图 3). 


中 ” 即 作 所 有 可 能 的 对 应 直线 ,它们 围 成 的 所 有 去 角形 的 角 . 


开学 


定理 ” 设 点 0 及 图 形 4B8C… 为 已 知 .将 每 条 线段 04 , 08， 
OC ,… 分 成 定 比 上 ,分 点 为 A',，B',C',…, 则 图 形 4'8'C'… 与 
图 形 4BC… 顺 相似 叫 , 对 应 边 互 相 平行 . 

因为 ,我 们 立即 看 出 任 两 个 对 应 的 三 角形 ,例如 048B 与 


[16] G4'B' ,是 相似 的 ;所 以 对 应 边 互 相 平 行 ,并 且 比 等 于 ， 


应 当 指 出 ,已 知 的 图 形 不 限定 为 直线 形 .例如 : 

定理 ”连结 一 个 定点 与 一 个 国 上 各 点 的 线 朋 ,它们 的 中 点 
的 轨迹 是 另 一 个 圆 ,半径 为 已 知 圆 的 一 半 . 两 圆 对 应 的 半径 互相 
平行 ,过 对 应 点 的 切线 也 互相 平行 . 

$22 作为 男 一 种 推广 ,我 们 指出 在 第 一 个 定理 中 的 点 
0 ,不 限定 在 图 形 4BC… 所 在 的 平面 上 .这 可 以 得 出 下 面 的 定 
理 ， 

定理 ”如果 点 0 在 图 形 48C… 所 在 平面 外 ,线段 04 ,08， 
OC ,… 被 分 成 定 比 天 ,分 点 为 4' ,B,C',…, 那 么 点 A', 上 B'， 
C“  ,… 在 与 平面 ABC 平行 的 平面 上 ,并 且 图 形 4A'B'C'*… 与 图 形 
ABC… 相 似 . 反 过 来 , 任 一 个 与 已 知 平面 A8C 平行 的 平面 与 射 
线 04 ,08 ,0OC ,… 相 截 ,得 到 的 图 形 与 已 知 图 形 48C… 相 似 . 还 
有 ,如 果 两 个 相似 形 分 别 在 两 个 平行 平面 上 ,并 且 对 应 边 平行 ， 
那么 对 应 点 的 连 线 必 交 于 同一 点 . 

间 23 ”现在 继续 讨论 在 同一 个 平面 上 的 图 形 . 由 相似 三 角 


[17] 形容 易 证 明 , 每 一 对 对 应 点 的 连 线 通 过 点 0. 这 点 称 为 位 似 中 


心 或 相似 中 心 , 比 下 称 为 两 个 图 形 的 相似 比 . 可 取 任 意 的 正 值 
或 负 值 .如 果 大 是 正 的 ,对 应 点 在 0 的 同 侧 ,对 应 边 的 方向 相 
同 ;如 果 下 是 鱼 的 ,0 在 每 一 对 对 应 点 之 间 , 对 应 边 的 方向 相 
反 . 在 前 一 种 情况 ,0 称 为 外 位 ( 相 ) 似 中 心 ; 在 后 一 种 情况 ,0 
称 为 内 位 { 相 ) 似 中 心 . 

$24 定义 ”如 果 两 个 图 形 的 所 有 对 应 角 都 相等 ,并 且 旋 


外” 译 者 注 : 顺 相 似 的 定义 见 下 面 的 $24， 


人 
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转 的 方向 相同 ,那么 这 两 个 图 形 称 为 顺 相似 . 如 果 两 个 图 形 的 所 
有 对 应 角 都 相等 ,但 旋转 的 方向 相反 ,那么 这 两 个 图 形 称 为 逆 相 
似 .特别 地 ,如 果 对 应 边 都 相等 ,那么 前 一 种 称 为 全 等 形 , 后 一 种 
称 为 对 称 形 . 

如 果 两 个 图 形 的 对 应 点 的 连 线 交 寺 辣 一 点 ,并 且 这 点 将 对 
应 点 的 连 线 分 成 同样 的 比 ,那么 这 岗 个 图 形 称 为 互相 位 似 .位 似 
图 形 之 加 的 关系 称 为 放 缩 ， 

定理 ” 反 过 来 ,如 果 两 个 图 形 相似 ,并 且 对 应 边 平行 ,那么 
它们 一 定位 似 , 即 必 有 一 位 似 中 心 0, 所 有 对 应 点 的 连 线 都 通 

利用 相似 三 角形 立即 得 出 证 明 .和 上 面相 同 ,根据 平行 的 对 
应 边 方向 相同 或 相反 ,分 为 两 种 情况 .例外 的 情况 是 两 个 图 形 全 
等 并 且 对 应 边 方向 相同 ,这 时 对 应 点 的 连 线 平行 ,位 似 中 心 为 无 

8 25 两 个 圆 可 用 两 种 方式 看 成 位 似 形 . 

定理 ”如 果 在 两 个 不 同心 的 贺 内 . 作 平 行 而 且 方向 相同 的 
半径 ,那么 连结 半径 端点 的 直线 通过 连 心 线 上 的 一 个 图 定点 ,这 
点 将 连 心 线 外 分 为 两 段 ,它们 的 比 等 于 两 圆 半径 的 比 . 如 果 作 方 
向 相反 的 平行 半径 ,那么 半径 端点 的 连 线 通 过 连 心 线 上 一 个 国 
定点 ,这 点 将 连 心 线 内 分 为 两 段 ,它们 的 比 等 于 两 圆 半径 的 比 . 

定义 ”将 两 贺 连 心 线 内 分 与 外 分 为 两 圆 半径 之 比 的 两 个 
点 ,分 别称 为 这 两 个 贺 的 内 相似 中 心 与 外 相似 中 心 ,或 内 位 似 中 
心 与 外 位 似 中 心 ， 

系 ” 如 果 两 个 四 有 外 公 切 线 ,那么 外 公 切 线 必 通 过 外 相似 
中 心 ;如 果 两 个 圆 有 内 公 切 线 , 那 么 内 公 切 线 必 通过 内 相似 中 
网 
系 ” 如 果 两 个 贺 相 交 ,那么 交点 与 位 似 中 心 的 连 线 平分 过 
交点 的 两 圆 半径 所 成 的 角 . 

$ 26 对 应 点 与 闭 对 应 点 ”两 贺 的 平行 的 半径 的 端点 , 关 


于 与 它们 共 线 的 位 伏 中 心 , 称 为 对 应 点 ;如 果 分 别 在 两 个 略 上 的 
点 与 位 亿 中 心 共 线 ,但 不 是 对 应 点 , 则 称 为 关于 这 个 位 似 中 心 的 
道 对 应 点 . 

换 旬 话说 ,过 位 似 中 心 的 一 条 直线 交 两 个 贺 于 四 点 ;对 一 个 
网 上 的 两 点 之 一 来 说 , 另 一 个 圆 的 两 点 ,一 个 是 它 的 对 应 点 ,一 
个 是 它 的 族 对 应 点 ， 

两 个 古 的 对 应 点 与 逆 对 应 点 的 概念 非常 有 用 ,我 们 再 用 些 
篇 幅 详 细 讨 论 . 

$27 定理 两 对 逆 对 应 点 与 位 他 中 心 组 成 逆 相 似 的 三 角 


[9] 形 . 即 ,如 果 P,Q 关于 位 似 中 心 C 的 道 对 应 点 分 别 为 P' ,0 ， 


则 三 角形 CPO 与 CQ'P' 道 相似 . 


图 4 


设 两 个 圆 的 圆心 为 0,0'; 过 位 似 中 心 和 的 两 条 直线 为 
CPP' 户 与 COO0'O" ,0O' 户 与 0 分 别 平行 于 OP 与 00; 划 产 与 
Q' 分 别 是 P,Q 的 逆 对 应 点 .显然 PQ 与 PQ" 平 行 ,PO 与 PY 相 
似 , 所 会 角 的 度数 相等 . 因此 

CPO = 并 CP = 守 P'0'0" = 广 P'O'C， 
广 PQOC = 守 PO'C= 立 PrP'0' = 守 CP'Q'. 
于 是 两 个 三 角形 的 对 应 角 方 向 相反 ,两 个 三 角形 逆 相 似 . 

28 定理 由 位 似 中 心 到 两 个 着 对 应 点 的 距离 的 积 是 党 
数 . 

国 为 在 上 面 的 图 形 中 ,由 相似 三 角形 得 


CP.CP = 00.C07 
固定 如 ,让 P 变动 时 , 积 CP .CP' 仍 为 定 秆 . 
$29 定理 任意 两 对 关于 一 个 位 似 中 心 道 对 应 的 点 共 
圆 . 
因为 § 27 的 证 明 中 ,所 得 等 式 等 同 于 
并 PPO = 并 PrO'O， 
这 表明 (和 19)P,P' ,0 ,0' 共 圆 .后 面 ,这 定理 可 用 有 42 给 出 另 
一 个 简单 的 证 明 . 
$30 定理 两 个 圆 在 逆 对 应 点 处 的 切线 与 过 这 两 个 点 的 
直线 成 等 角 . 
因为 P, 户 处 的 切线 互相 平行 ,而 P" 与 P' 处 的 切线 与 PC 
成 等 角 . 
系 ”连结 两 个 逆 对 应 点 的 直线 ,在 这 两 点 处 的 切线 ,组 成 等 
腰 三 角形 . 反 过 来 ,如 果 从 图 外 一 点 向 两 圆 所 作 切 线 相 等 
(45), 那 么 切 点 是 道 对 应 点 . 


相似 形 通 论 


8 31 现在 我 们 讨论 一 个 平面 上 的 两 个 顺 相似 形 之 间 的 一 
般 关系 .有 四 种 关于 图 形 的 基本 变换 ,与 相 做 的 概念 有 关 , 即 ， 

a. 平移 , 即 平 行 移动 ,图 形 中 每 一 个 点 依 同一 个 方向 移动 
加 样 的 距离 ; 

b， 图 形 绕 一 定点 旋转 ; 

ec， 关 于 一 个 固定 的 位 似 中 心 放 缩 ( § 24); 

d. 关于 一 条 直线 的 反射 ,即将 图 形 以 这 条 直线 为 轴 蔓 转 . 

显然 ,将 一 个 图 形 施 行 任意 多 次 上 述 变换 ,最 后 所 得 的 图 形 
与 原来 图 形 相似 ,并 且 根 据 反 射 的 次 数 为 偶数 或 奇数 ,相似 为 顺 
相似 或 道 相似 .两 者 的 相似 比 ,等 于 其 中 各 次 放 缩 的 比 的 乘积 . 
一 个 图 形 经 过 平移 与 旋转 ,得 到 的 是 全 等 形 . 经 过 一 次 反射 ,得 


到 的 是 对 称 形 , 反 过 来 ,如 果 两 个 图 形 相似 ,那么 可 以 经 过 一 系 [21] 


列 的 变换 ,使 得 它们 重合 .例如 ,可 用 一 个 平移 使 一 点 4 与 对 应 
点 A&' 重 合 ,然后 再 用 一 个 旋转 与 一 个 放 缩 就 能 达到 目的 .而 我 
们 现在 的 目标 ,是 将 上 面 最 后 这 .一 陈述 简化 到 最 低 可 能 .我 们 所 
得 的 结果 表明 ,一 般 地 ,两 个 顺 相 似 形 ,可 以 经 过 关于 -… 个 定点 
的 放 缩 与 关于 同一 点 的 旋转 -一 一 这 两 者 的 组合 使 它们 重合 . 

$32 定义 现在 ,我 们 用 "和 转 缩 " 一 ' 河 表 示 关 于 -一 个 点 的 
旋转 及 随后 的 关于 国 一 点 的 放 缩 .作为 特殊 情况 , 仅 有 旋转 或 仅 
有 了 放 缩 ,也 包含 在 这 定义 中 . 

定理 ” 任 一 条 线段 48 ,可 以 用 一 种 而 且 只 有 一 种 方式 经 
过 一 次 变换 ,使 它 与 任意 一 条 线段 4’8' 重 合 ,这 里 的 变换 是 平 
移 或 转 缩 ， 

特例 1: 如 果 A4'B'B 是 平行 四 边 形 ,那么 沿 44' 与 BB' 平 
移 即 得 结果 . 


特例 2: 如 果 AB 与 4'B' 平 行 ,但 A4' 与 B88’ 相交 于 C ,那么 
以 有 为 位 似 中 心 的 适当 放 缩 将 4 瑟 变 为 4'B". 

一 般 情况 : 设 48 与 4'B' 相 交 于 P, 并 且 这 四 点 均 不 与 P 
重合 , 令 过 4,4',P 的 图 与 过 8,8',P 的 圆 除 P 点 外 还 相交 于 
一 点 口 . 国 为 文 048 = 立 04'P = 立 04'B' 等 等 ,立即 得 出 三 角形 


[22] O48 与 O4'B' 顺 相似 . 因此 ,和 如果 线 0 旋转 048 ,直至 4 落 到 


六 


04' 上 ,然后 再 以 0 为 位 似 心 放纵 ,直至 4 与 4 重合 ,那么 线段 
AB 与 线段 4 重合 . 


如 果 一 个 已 知 点 ,例如 8, 与 点 P 重 会 ,我 们 用 过 号 并且 
与 48 相 切 于 B 的 圆 代 蔡 圆 BPB' .证 明 仍 然 成 立 ,无 须 修 改 . 又 
如 果 上 述 两 圆 在 P 点 相 切 , 妈 0 与 P 重合 ,这 时 44 与 B88' 平 
行 . 

定理 ”如 果 两 个 图 形 硕 相似 ,并且 一 个 图 形 有 两 个 点 与 关 
一 个 图 形 的 两 个 对 应 点 重合 ,那么 这 两 个 图 形 外 处 重合 . 

这 个 定理 本 身 平 庸 无 用 ,但 它 与 上 一 个 定理 结合 ,可 以 导出 
我 们 的 主要 结果 , 即 : 

33 定理 如 果 两 个 图 形 全 等 ,那么 必 有 一 个 旋转 或 一 
个 平移 ,使 一 个 图 形 与 荔 一 个 重合 .如 果 两 个 图 形 顺 相似 南 不 全 
等 ,那么 必 有 一 个 转 缩 ,使 一 个 图 形变 为 另 一 个 . 

定义 ” 转 缩 或 旋转 的 中 心 称 为 这 两 个 图 形 的 相似 中 心 ; 旋 
转角 与 放 缩 的 比分 别称 为 相似 角 与 相似 比 . 

作 图 为 了 确定 相似 中 心 ,可 作 两 个 贺 ,每 个 圆通 过 一 对 对 
应 点 及 过 它们 的 对 应 直线 的 交点 .每 个 这 样 的 圆通 过 相似 中 心 . 

§34 如果 任 一 点 具有 相似 中 心 的 性 质 , 那 么 它 一 定 是 上 
面 所 确定 的 点 0; 因 此 ,将 第 一 个 图 形变 为 第 二 个 图 形 的 相似 
中 心 ,也 是 闭 变 换 的 相 凯 中 心 . 

定理 ”两 个 顺 相 似 图 形 ,它们 的 榨 似 中 心 是 自 对 应 点 . 反 过 
来 ,如 果 一 个 点 与 自身 对 应 , 它 一 定 是 相似 中 心 . - [23] 

这 个 定理 常常 使 确定 两 个 图 形 的 相似 中 心 变 得 容易 . 

35 作为 前 面 所 说 理论 的 一 个 有 趣 的 解释 ,我 们 可 以 考 
虑 地 图 的 福 质 .如果 同一 平面 区 域 的 两 幅 地 图 放 在 一 个 平面 上 ， 
图 面 都 朝 上 ,那么 根据 我 们 的 定理 ,有 且 仪 有 一 点 ,在 两 幅 地 图 
中 表示 它 的 点 重合 ;如 果 两 幅 地 图 采用 同一 比例 尺 ,那么 它们 中 
任 … 幅 可 绕 这 点 旋转 而 使 它们 重合 ,除非 自 对 应 点 在 无 穷 远 处 ， 
这 时 可 将 一 幅 地 图 平移 与 另 一 幅 地 图 重合 . 如果 两 幅 地 图 采用 


不 同 的 比例 尺 , 自 对 应 点 一 定 是 有 限 点 (虽然 这 一 点 可 能 远 远 地 
落 在 实际 地 图 的 边界 之 外 ); 由 这 个 自 对 应 点 与 任 一 对 对 应 点 组 
成 的 三 角形 ,形状 都 相同 . 

$ 36 ”下面 作 一 点 说 明和 应 用 .在 以 后 各 章 ,我 们 常常 用 到 
相似 形 的 相似 中 心 ( 自 对 应 点 ) 

a. 定理 ”如果 一 个 三 角形 的 形状 固定 ,一 个 顶点 固定 ,第 
二 个 顶点 走 过 一 个 图 形 ,那么 第 三 个 顶点 走 过 一 个 相似 的 图 形 . 
固定 的 顶点 是 相似 中 心 

b. 定理 ”如果 两 个 顺 相似 图 形 内 接 于 同一 个 图, 那么 这 两 
个 图 形 全 等 ,相似 中 心 就 是 圆心 ， 

e. 定理 ”如 果 一 个 三 角形 的 顶点 是 另 一 个 三 角形 三 边 的 
中 点 ,那么 两 个 三 角形 位 似 ,相似 比 为 - 方 ,相似 中 心 是 后 一 个 
三 角形 的 重心 . 

d. 系 定理 e 中 ,小 三 角形 的 三 条 高 相交 于 大 三 角形 的 外 


[24] 心 ,由 此 可 以 导出 什么 结果 ? 


37 由 8 了 3 的 观点 ,两 个 圆 可 以 以 无 穷 多 种 方式 看 成 互 
相 相 似 , 两 圆 上 任 一 对 点 可 选 作 对 应 点 .更 确定 些 ,我 们 可 以 考 
虑 内 接 于 这 两 个 圆 的 相似 多 边 形 ; 当 其 中 一 个 多 边 形 绕 所 在 圆 
圆心 旋转 时 ,相似 中 心 的 位 置 也 随 之 变动 ,我 们 来 寻求 它 的 罗 
迹 . 显 然 ,不 论 两 多 边 形 位 置 如 何 ,相似 中 心 到 两 圆 贺 心 距 离 的 
比 为 定 值 , 即 等 于 两 圆 半 径 的 比 .因此 ,在 商 贺 相等 时 ,所 求 胃 迹 
是 连 心 线 的 垂直 平分 线 . 

定理 ”两 个 不 同心 的 圆 的 相似 中 心 的 轨迹 是 一 个 圆 ,这 贺 
以 这 两 个 已 知 辆 的 两 个 位 似 中 心 的 连 线 为 直径 . 

显然 这 轨迹 通过 两 个 位 似 中 心 . 设 已 知 加 为 0 tr)D 与 
Or ,位 似 中 心 为 EE 与 1. 叉 设 P 为 相似 中 心 的 任 一 位 置 , 则 


中 即 国 心 为 0, 半 径 为 7. 
— 20 一 


但 EE 与 了 分 别 将 线 颁 外 和 分 与 内 分 成 比方 ;所 以 在 公 POO' 中 ， 


PE ,PI 将 00' 分 成 的 线 彼 都 与 PO, PO' 成 比例 ,因此 它们 是 
达 0PO' 的 外 角 平 分 线 与 内 角 平 分 线 . 但 邻 补 前 的 平分 线 互相 系 
直 , 所 以 EPI 是 直角 ,P 在 以 为 直径 的 贺 上 .证 毕 . [25] 

在 两 圆 相等 的 特殊 情况 下 , 忆 在 无 穷 远 处 ,轨迹 变 成 一 条 
直线 ,如 上 所 述 . 

定 光 ”圆心 在 两 个 已 知 圆 的 连 心 线 上 , 且 同 时 将 连 心 线 内 
分 与 外 分 为 两 已 知 贺 半 径 之 比 的 圆 , 称 为 两 已 知 圆 的 相似 贺 . 

这 个 加 上 的 每 一 点 是 两 个 已 知 圆 的 相似 中 心 . 因此 ,这 圆 是 
到 两 已 知 贺 阐 心 的 距离 与 这 两 贺 半 径 成 比例 的 点 的 较 迹 ,也 是 
对 这 两 个 圆 张 等 角 的 点 的 轨迹 . 如 果 已 知 的 两 个 圆 相 等 ,相似 贺 
是 一 条 直线 ;部 果 已 知 圆 中 有 一 -个 是 直线 ,相似 圆 不 存在 ;如 果 
己 知 圆 中 有 一 个 是 零 图, 另 一 个 不 是 ,相似 圆 与 这 等 贺 重 合 .两 
个 局 心 加 和 有 一 个 棚 似 中 心 , 即 它们 共同 的 圆心 . 

§ 38 首相 羽 形 ”首相 似 形 的 理论 与 前 面 类 似 , 但 在 几何 
问题 中 的 应 用 不 太 普 遍 . 所 以 ,我 们 仅 将 主要 结果 概 插 如 下 , 细 
节 与 证 明 留 给 有 兴趣 的 读者 全 . 


二” Lachlan 的 Modem Pure Geometry 一 书 (134 页 ) 有 详细 的 讨论 . 
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已 知 两 个 对 称 形 在 同一 平面 ,那么 必 有 一 条 确定 的 轴 , 使 得 
每 一 个 图 形 关于 这 轴 反 射 后 ,再 结合 一 个 平移 , 便 与 另 一 个 图 形 
重合 . 

用 地 图 来 说 ,这 就 是 说 ,如 果 同 一 个 地 图 有 两 幅 ,将 它们 面 
对 面 地 放 在 一 起 ,那么 必 有 一 条 直线 具有 这 样 的 性 质 ;: 将 一 幅 地 
图 以 这 条 线 为 轴 翻 转 过 去 ,再 沿 同一 条 直线 滑动 ,可 以 与 另 一 幅 


[26」 地 图 重合 . 


如 果 两 个 图 形 道 相 似 , 但 不 -- 样 大 ,那么 必 存 在 两 条 互相 季 
直 的 直线 , 称 为 相似 轴 , 它 们 的 交点 为 相似 中 心 . 如 果 一 个 图 形 
关于 其 中 任 一 条 轴 反 射 ,再 关于 这 中 心 作 转 缩 ,就 可 以 与 另 一 个 
图 形 重合 . 

练习 ”证明 ;如果 两 个 图 形 逆 相似 ,那么 两 条 对 应 直线 的 夹 
角 的 平分 线 , 与 两 条 固定 直线 ( 即 相似 轴 ) 平 行 . 

练习 ”证明 并 推广 干 面 的 结论 :两 次 连续 的 反射 等 同 于 关 
于 两 条 轴 的 交点 的 一 次 旋转 .旋转 角 是 什么 ? 能 否 选 择 两 条 轴 ， 
使 得 两 次 连续 的 反射 等 同 于 一 个 给 定 的 旋转 ? 

练习 ”证明 本 章 中 下 列 未 证 或 未 全 证 的 命题 ; 821,22,24， 


[27] 25( 定 理 与 两 个 系 ) ,30,36( 四 个 定理 ) ,38. 


$39 本 章 研 究 贺 组. 首先 ,上 用 一 - 些 熟知 的 初等 刀 何 定理 ， 
引入 “加 "的 关系 . 对 这 关系 的 广泛 研究 引 到 两 个 圆 的 根 轴 ,以 及 
共 轴 组 的 性 质 ,然后 讨论 非常 重要 的 反 演 理论 ,并 建立 它 的 基本 
原理 .本 章 包 含 很 多 研究 三 角形 时 需要 的 理论 .在 第 $ 章 ,对 本 
章 涉及 内 容 的 某 些 进一步 发 展 ,将 更 详细 地 讨论 . 

$40 首先 ,我 们 重新 建立 初等 几何 学 中 的 两 个 标准 的 定 
理 , 并 将 它们 融合 为 一 个 定理 ,以 适合 我 们 的 目的 . 


图 7 
定理 ”如 果 从 一 个 定点 作 直 线 与 一 个 定 殴 相交 ,那么 从 这 
定点 到 两 个 交点 的 距离 的 积 是 定 值 人 D. [28] 
设 PP 为 已 知 点 ,在 贺 内 或 圆 让 均 可 . 令 直 线 PAB 与 PCD 分 


外 多 何 课 本 中 , 常 根据 这 固定 点 在 略 内 或 圆 外 ,分 为 两 种 情况 , 叙 
述 如 下 :(a) 部 果 一 个 圆 的 两 条 弦 相 交 , 分 成 的 线段 成 反比 .(b) 如 果 从 -… 
点 向 贺 作 切线 与 害 线 , 煞 线 是 割 线 与 割 线 在 俩 外 部 分 的 比例 中 项 . 


别 交 圆 于 4,8 与 C,D .在 每 一 种 情况 , 公 P4D 与 全 PCB 的 对 
应 第 均 由 相同 的 弧度 量 , 所 以 两 个 三 角形 相似 ， 

PA: PB = PO. PD. 
证 上 毕 ， 

系 ”如 果 定 圆 的 半径 为 +, 圆心 为 0 ,那么 定 积 所 "PB 等 于 

p= OP2- r2. 

定 久 点 吨 关于 圆心 为 恕 .半径 为 > 的 圆 的 者 是 OP - ”2. 

$41 读者 可 以 建立 寡 的 下 列 性 质 , 它 直 接 依赖 于 上 面 的 
定理 与 定义 . 

定理 ”如果 点 P 在 圆 外 ,那么 P 关 于 这 个 圆 的 宕 是 正 的 ， 
并 且 等 于 忆 到 这 图 的 切线 的 平方 ,如 果 P 在 加 上 ,这 知 是 零 . 如 
果 在 圆 内 ,这 乾 是 负 的 ; 它 可 以 解释 为 过 PP 的 直径 被 分 成 的 
两 条 线段 的 积 :(OP +r)(OP -r), 或 过 疡 而 且 垂 直 于 OP 的 弦 
的 一 半 的 平方 的 相反 数 . 

过 阁 内 一 点 P ,垂直 于 OP 的 弦 , 被 PP 点 平分 , 称 为 P 点 的 
最 小 弦 ; 因 为 过 中 的 弦 中 ,这 条 弦 最 短 , 如 果 点 在 圆 外 ,每 的 关 

[29] 系 用 圆 的 切线 简洁 地 表示 ;如果 点 在 圆 内, 则 用 最 小 弦 表 示 . 

$42 定理 反之 ,如 果 两 条 线段 4B ,CD 相交 于 P, 并 有 

PA'PB = PC:PD 
(两 边 的 数值 与 符号 均 相 同 )}, 那 么 4,B8,C,D 共 圆 ， 

因为 由 条 4 物 , 设 贺 过 4,8,C 并 且 交 PC 于 DD', 则 PA.:PB 
= PC*PD’, 所 以 D 与 D' 重 合 .过 已 知 四 点 中 三 点 的 圆 必 过 第 
四 点 . 

43 为 完整 起 见 , 定 义 一 点 关于 一 个 零 圆 的 军 为 这 点 到 
零 圆 的 距离 的 平方 .在 加 退化 为 一 条 直线 时 ,点 的 符 无 法 满意 地 
定 疼 . (但 容易 证 明 , 在 这 种 情况 ,点 的 客 与 直径 的 比 趋 于 一 个 极 
限 , 即 这 点 到 这 直线 的 距离 .) 

因为 如 前 所 述 , 设 0 为 圆心 ,r 为 半径 ,直线 OP 交 贺 于 对， 
A , 则 


p = OF?- r= PH.PN, 
到 = -5 PM. 

如 果 好 固定 ,而 0 沿 直线 PNOM 赵 于 无 穷 , 则 NY 亦 随 之 而 趋 
于 无 穷 , 圆 的 极限 位 置 是 过 M 县 垂直 于 PW 的 直线 .而 比 过 的 极限 
显然 为 PM .因此 ,在 涉及 寡 的 定理 时 ,如 果 需 要 考虑 圆 退 化 为 直线 
的 情况 ,我们 的 定理 必须 用 寡 对 直径 的 比 来 叙述 . ) 

§44 定理 ”关于 半径 为 的 定 较 ,等 为 让 的 点 的 轨迹 是 
已 知 区 的 同心 圆 ,半径 为 rz+ 大 ,只 要 r2+ 训 >0. [301 

$45 ”关于 宕 的 基本 定理 是 : 

定 娃 ”关于 两 个 不 同心 的 图 , 寡 相 等 的 点 的 轨 半 是 一 条 与 
两 圆 连 心绪 垂直 的 直线 . 当 两 圆 相 交 时 , 它 就 是 过 两 圆 交点 的 直 
线 . 


团 $8 
设 加 为 Cj(r1), C2(r2),P 为 关于 这 两 个 辆 的 智 相等 的 点 ， 
令 PL 为 P 到 连 心 线 C1C, 的 垂 线 , 记 GIL 为 d1,C2L 为 ds, C1C3 
为 d ,由 题 设 得 
一 = 一， 
即 Pli+ di- rt= Ph?+ d}- r3. 


因此 di- di= ri- rs 


但 dd- d=d, 
所 以 相 除 得 
rf— rz 
[131] dtd 
将 以 上 两 个 方程 联 立 , 解 得 
di= df + 3 _ d= d? + rt 


这 些 结果 与 P 无 关 . 因 此, 不论 P 的 位 置 如 何 ,上 为 一 固定 点 . 
这 也 就 是 说 在 C0; 的、 计 上 的 重 线 上 . 

反之 ,因为 上 面 的 证 明 可 道 ,所 以 在 这 直线 上 的 任意 一 点 ， 
关于 两 个 图 的 赦 相 等 . 当 两 个 圆 相交 时 ,由 几 个 方面 明显 看 出 这 
条 直线 是 公共 苇 . 

系 ”圆心 到 这 条 直线 的 上 距离 是 

CT CC 人 -于 到 CCr+ ri r? 
了 2 CI1C2 ” 2 Ca] 

定义 ”这 条 直线 一 一 关于 两 个 圆 的 突 相 等 的 点 的 胃 迹 , 称 
为 这 两 个 圆 的 根 轴 . 两 个 同心 圆 的 根 轴 定义 为 无 穷 远 线 ， 

任意 两 加 有 一 条 根 轴 . 根 轴 在 两 涡 外 的 部 分 ,是 到 两 贺 的 切 
线 相等 的 点 的 轨迹 ;在 两 圆 内 的 部 分 ,如 果 有 的 话 ,是 关于 两 贺 
的 最 小 弦 ( 8 41) 相 等 的 点 的 轨迹 .这 样 的 点 可 以 作为 圆心 ,这 圆 
与 尾 一 已 知 圆 的 公共 弦 蚌 它 的 直径 . 

$46 定理 三 个 圆 中 每 两 个 的 根 轴 , 这 三 条 直线 交 于 同 


一 点 ， 
因为 任 两 条 根 轴 的 交点 关于 这 三 个 圆 的 星相 等 ,所 以 必 在 
第 三 条 根 轴 上 .对 各 种 特殊 情况 , 即 ~- 个 或 几 个 加 为 零 阅 ,或 其 
[32j 中 两 个 图 局 心 ,或 它们 的 圆心 共 线 ,定理 显然 仍旧 成 立 . 
定义 ”三 个 欧 的 根 轴 的 交点 称 为 根 心 .如 果 它 在 这 些 圆 外 ， 
那么 它 是 到 这 三 个 国 的 切线 相等 的 唯 - :的 点 . 


$47 问题 作 两 个 圆 的 根 轴 . 


如 果 两 个 圆 相交 , 根 轴 就 是 过 交点 的 直线 .否则 , 作 一 个 办 
助 圆 , 交 一 个 于 P,Q0, 交 另 一 圆 于 屎 ,3S. PO 与 RS 的 交点 是 王 
个 贺 的 根 心 , 震 而 是 所 求 作 的 根 轴 下 的 -- 个 点 ,用 同样 的 方法 可 
以 再 求 出 一 个 点 ， 

$48 定义 两 个 相交 的 圆 所 成 的 角 ,是 过 任 一 交点 所 和 作 
两 圆 的 切线 组 成 的 角 .或 相当 地 , 定 尽 为 在 任 一 交点 的 两 条 半径 
所 成 的 角 . 

两 个 疗 交 成 直角 的 情况 ,特别 有 趣 . 

定 光 ”如 果 两 个 圆 的 交角 是 直角 ,那么 这 两 个 图 称 为 正 交 ， 
或 孔 相 正 交 .这 时 ,在 一 个 交点 的 , 任 … 攻 的 切线 过 另 一 个 贺 的 
圆心 . [33] 

由 这 定义 , 立 路 得 出 一 些 推理 ; 

a. 如果 rj,r; 是 两 个 贺 的 半径 ,a 为 圆心 距 , 那 么 两 倒 正 
交 的 条 件 是 

ri+ ri= d*. 

b. 已 知 一 贺 及 图 外 一 点 ,以 这 点 为 圆心 可 以 作 一 个 圆 与 已 

知 谓 正 交 ,市 且 也 其 能 作 -- 全 这 柠 的 配 
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c， 过 已 知 图 上 寿 两 点 可 以 作 一 个 贺 与 已 知 图 正 交 . 

d. 两 个 正 交 的 圆 ,一 个 区 的 圆心 在 另 一 个 圆 上 . 仅 当 前 一 
个 圆 为 堆 圆 或 后 一 个 圆 是 直线 . 

49 定理 与 两 个 已 知 贺 都 正 交 的 加 ,圆心 的 轨迹 是 这 
两 个 圆 的 根 轴 在 圆 外 的 部 分 . 

为 为 从 根 轴 的 这 一 部 分 上 任意 一 点 ,到 两 个 已 知 图 的 切线 
相等 . 

系 ”三 个 图 有 且 仅 有 一 个 公共 的 正 交 图 ,圆心 是 三 个 已 知 
贺 的 根 心 ,只 要 这 点 在 三 个 珊 外 . 

系 ”以 两 个 相交 页 公 共 芝 上 任意 一 点 为 图 心 ,可 以 作 一 个 
贺 ,这 圆 与 任 一 个 已 知 圆 的 公共 藤 是 它 的 直径 ;这 荡 也 是 已 知 圆 
在 这 点 的 最 小 弦 ( $ 41) .类似 地 ,如 果 三 个 圆 的 根 心 在 圆 内 , 它 
们 过 这 点 的 最 小 弦 是 一 个 圆 的 直径 ,这 圆 的 圆心 是 根 心 . 


共 轴 加 


§50 定 闵 一 组 圆 , 其 中 每 两 个 的 根 轴 都 是 同一 条 直线 ， 
称 为 共 轴 圆 组 . 

我 们 将 考虑 这 种 圆 组 的 性 质 ， 

首先 ,显然 共 轴 图 的 圆心 在 一 条 与 共同 的 根 轴 生 直 的 直线 

[34] 上 . 设 垂 足 为 上 , 则 上 关于 所 有 的 共 轴 圆 有 相同 的 宪 . 如果 CC(y) 

是 这 些 加 中 的 一 个 ,52 - r? 必 为 定 值 ( 对 这 共 轴 圆 组 中 任 一 辆 
均 相 同 ). 

8sS1 第 一 种 情况 ， 设 这 个 者 为 正 数 c?. 因 为 这 时 LC 一 定 
大 于 r, 这 组 圆 均 不 与 根 轴 相 交 . 我们 可 以 任意 指定 r 的 值 , 然 
后 定 出 C 点 ;或 先 任意 指定 LC 为 一 不 小 于 < 的 值 ,然后 定 出 >. 
于 是 ,在 组 中 ,有 一 个 贺 具 有 任意 给 定 的 半径 . 并且 ,在 连 心 线 
上 ,除去 线段 KK' 外 , 任 一 点 都 是 组 中 一 个 圆 的 贺 心 ,这 里 I 
= 天 =c. 考 虚 以 KK' 为 直径 的 圆 上 (ec). 因为 C2= ec?24r?, 所 
以 这 共和 轴 贺 组 中 每 一 个 贺 都 与 加 上 (ec) 正 交 .因此 有 : 


定理 ”第 工 类 的 共 轴 圆 组 ,由 所 有 圆心 在 一 条 已 知 直 线 上 
且 与 一 个 已 知 圆 (圆心 也 在 这 条 直线 上 ) 正 交 的 圆 组 成 .组 中 的 
圆 可 以 这 样 作出 :由 连 心 线 上 的 点 向 已 知 圆 作 切线 ,再 以 这 点 为 


圆心 ,切线 为 半径 作 圆 .在 第 工 类 共 轴 圆 组 中 ,有 两 个 零 圆 , 即 已 [35] 


知 圆 直 径 的 两 个 端点 天 ,大 .这 两 点 称 为 这 共 轴 圆 组 的 极限 点 . 

$52 第 二 种 情况 ”如 果 震 是 负数 -~ qd?, 那 么 每 个 圆 与 根 
轴 交 于 两 点 ,这 两 点 在 二 的 两 依 , 与 二 的 距离 为 d ;因为 方程 

EC2+ 人 = 
表 骨 半径 是 一 个 直角 三 角形 的 斜 边 ,而 直角 边 为 LC 与 由. 

定理 第 了 类 共 轴 圆 组 由 所 有 过 两 个 定点 的 圆 组 成 . 

连 心 线 上 每 一 点 都 是 组 中 一 个 圆 的 圆心 .并且 ,对 任意 给 定 
的 半径 >, 组 中 有 两 个 圆 ,只 要 r 大 于 4d. 

弛 53 第 三 种 情况 ”如 果 短 是 零 , 皇 然 得 一 组 圆 与 根 轴 相 
切 于 工 . 

为 完整 起 见 ,我 们 定义 第 扩 类 共 轴 圆 组 . 即 所 有 有 一 个 公共 
圆心 的 圆 ; 根 轴 是 无 穷 远 线 .第 V 类 (包含 这 一 类 的 理由 将 在 后 
面 出 现 ) 指 通过 一 点 的 直线 束 , 其 特例 是 一 组 平行 直线 ， 

#54 总 结 共 轴 贺 组 有 五 类 : 

I ， 所 有 不 相交 的 .圆心 共 线 并 旦 部 与 -- 个 定 圆 正 交 的 圆 . 
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RE 


[过 两 个 定点 的 所 有 图. 
让 .与 一 条 公 切 线 切 于 定点 的 所 有 图. 
针 ， 有 一 个 公共 圆心 的 所 有 圆 . 
V ， 过 同一 点 的 所 有 直线 . 
定理 ”任意 两 个 已 知 加 必定 在 一 个 而 且 只 能 在 .个 共 轴 加 
[36] 组 中 . 
$55 定理 与 两 个 定 周正 交 的 贺 必 与 这 丙 个 贺 的 共 轴 阅 
jE 交 ， 
到 为 这 个 圆 的 圆心 在 两 个 定 圆 的 根 轴 上 ,半径 等 于 圆心 到 
每 个 定 圆 的 切线 ,而 这 切线 对 所 有 与 两 个 定 贺 共 轴 的 娘 都 相等 ， 
所 以 所 说 的 加 与 共 轴 加 组 中 的 圆 都 正 交 ， 
定理 ”与 两 个 定 圆 正 交 的 所 有 图 ,成 -- 共 辅 圆 组 ， 
系 两 个 定 贺 确 定 两 个 共 轴 圆 组 .一 个 由 与 两 个 定 贺 共 轴 
的 所 有 圆 组 成 .第 二 个 由 与 两 个 定 圆 正 交 的 所 有 圆 组 成 . 任 一 组 
中 的 每 一 个 图 与 另 一 组 中 的 每 个 圆 正 交 . 任 一 组 的 根 轴 是 另 一 
组 的 连 心 线 .如果 -组 是 第 工 类 共 轴 加 ,那么 另 一 组 是 第 工 类 ， 
并 且 前 一 组 的 极限 点 即 后 一 组 圆 的 公共 点 .如 果 一 组 是 第 自 类 ， 
那么 另 一 组 也 是 同一 类 . 如 果 一 组 是 同心 国 , 那 么 另 一 组 是 线 
束 .最 后 ,这 两 组 圆 可 以 是 互相 垂直 的 两 组 平行 线 . 
定义 ”两 个 共 轴 圆 组 的 成 员 如 果 互 相 正 交 , 那 么 这 两 个 组 
称 为 共 转 ， 
$56 问题 已 知 两 个 圆 , 作 贝 它们 确定 的 共 示 的 共 轴 六 
组 . 
在 一 般 依 况 ,只 需 找 出 一 组 共 轴 圆 的 公共 点 天 ,大 . 如 果 已 
知 融 不 相交 , 任 一 个 与 它们 正 交 的 图 交 它 们 的 连 心 线 于 天 ,天 ， 
于 是 一 组 贺 由 通过 这 两 点 的 圆 组 成; 这 组 加 中 任 一 个 的 切线 , 延 
长 至 与 KK' 相 交 ,切线 长 就 是 另 一 组 中 的 加 的 半径 ， 
.37] 问题 在 共 轴 贺 组 中 , 作 过 一 个 已 知 点 的 圆 . 
定理 如果- 一 个 加 不 属于 两 个 共 饮 的 共 轴 圆 组 ,那么 在 每 
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-组 中 至 多 有 -- 个 圆 与 这 个 圆 正 交 . 

证 明 及 这 图 的 作法 ,根据 是 如 何 确定 这 圆 与 每 -- 组 圆 的 根 
心 、 

定理 一 般 地 ,在 一 个 其 轴 节 组 中 ,有 两 个 贺 与 一 条 已 知 直 
线 或 一 个 已 知 圆 相 切 ， 

这 一 作法 需要 利用 共犯 组 中 与 这 已 知 线 或 已 知 圆 正安 的 那 
个 图 ， 

$57 定理 在 第 卫 类 共 轴 加 组 由, 矢 一 -个 图 是 对 公共 弦 
太 张 的 表 为 定 角 的 点 的 轨迹 . 

这 就 是 说 ,如 果 有 通过 两 个 点 天 ,KK' 的 加 组 ,那么 当 - -点 PP 
在 组 中 任 -- 个 取 定 的 图 上 移动 时 , 角 KPK' 为 定 角 . 

对 第 工 类 共 轴 锅 组 有 一 个 有 些 类 似 的 定理 ,为 了 它 ,我 们 先 
建立 几 个 预备 定理 . 

$58 下 面 的 重要 的 轨迹 定理 建立 在 初等 几何 的 标准 定理 
的 基础 上 ,有 时 作为 习题 出 现在 学 校 课本 中 ， 

定理 ”如 果 一 个 动 点 到 两 个 定点 的 距离 的 比 是 定 值 ,那么 
这 个 动 点 的 轨迹 是 一 个 圆 ,圆心 与 两 个 定点 共 线 ， 


图 世 
在 $837 中 ,已 经 证 明 过 这 个 定理 的 一 个 特例 . 如 果 这 定 比 


为 1 ,显然 轨迹 是 垂直 平分 线 . 否则 , 设 4 .有 为 定点 ,P 为 使 -区 [38] 
为 定 值 1 的 点 , 设 PM 与 PA 平分 AP 与 名 D 组 成 的 和 角 , 则 好 

与 NW 分 别 将 48 分 成 比 - 上 与 上 .因此 , 当 P 移动 时 ,村 ,NN 是 国 
定点 .但 因为 角 MPN 为 直角 ,所 以 的 轨迹 是 以 线段 MN 为 直 

色 的 贺 ， 
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下 列 推 论 不 难 建 立 : 
_ kk 一 一 1 

全 MA= -FT4， MB = AB, 
— 上 —— __| is 
NA = AB, 了 =T 7 。 


b. 这 图 的 半径 为 


4 1. 


“一 1 


c. 4 到 圆心 C 的 距离 为 
AC = 


kh? 
B14. 


d，4 中 点 DD 到 这 圆 图 心 的 距离 是 


e， 由 D 到 这 团 的 切线 恰好 是 方 三 ,与 6 的 值 无 关 ,因为 
4 2 
i 
{， 因此, 不论 & 的 信和 是 多 少 ,这 个 圆 必 与 以 4B 为 直径 的 
定 圆 正 交 ; 换 旬 话说 ,给 以 不 同 值 ,所 得 出 的 加 组 成 共 轴 图 
组 ,以 4 与 如 为 极限 点 . 
$59 定理 。 反 过 来 ,如 果 4 ,5 是 两 个 点 ,将 一 个 贺 的 直 
[39] 径 MN 外 分 与 内 分 为 比 + ,那么 这 加 上 任 一 点 P 到 4 与 的 
呀 离 的 比 为 定 值 . 
这 结果 也 可 以 叙述 成 如 下 形式 ， 
定理 ”如 果 给 定 三 角形 的 一 条 边 及 其 他 两 条 边 的 比 ,那么 
第 三 个 顶点 的 轨迹 是 一 个 圆 ,圆心 在 已 知 边 的 延长 线 上 . 
对 一 个 给 定 的 三 角形 ,这 个 定理 定义 了 三 个 图 , 称 为 阿波 罗 
尼 (Apollonius) 贺 ,将 在 第 17 章 研 究 . 
两 个 加 的 相似 贺 是 上 述 定理 的 特例 ,并 且 这 相似 加 在 以 这 
两 个 融 图 心 为 极限 点 的 共 轴 圆 组 中 . 相似 圆 与 这 些 圈 共 轴 , 后 面 
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( § 115) 有 非常 容易 的 证 明 . 

$ 60 ”前面 的 结果 导出 关于 共 轴 圆 的 一 般 定理 , 即 

定理 ”在 第 工 类 的 共 轴 圆 组 中 ,每 一 个 圆 都 是 到 极限 点 的 
距离 的 比 等 于 定 值 6 的 点 的 轨迹 

这 定理 已 在 858 的 ff 建立. 值得 注意 的 是 , 座 大 ,天 ' 为 基点 
的 共 轿 的 共 轴 圆 组 ,一 组 中 的 每 -个 加 是 六 KPK' 为 定 值 的 点 也 
的 轨迹 , 另 一 组 中 的 每 一 个 网 是 比 -下 全 -为 定 值 的 点 P 的 轨迹 ， 

系 ” 如 果 将 一 条 线段 以 数值 相等 的 比 内 分 与 外 分 ,那么 以 
两 个 分 点 的 直径 两 端的 较 是 以 这 条 线段 的 端点 为 极限 点 的 共 轴 
赔 组 中 的 一 个 加 . 

系 ” 到 有 一 个 公共 端点 的 两 条 线段 4B, BC 张 成 相等 的 角 
的 点 的 轨迹 是 过 B 点 的 一 个 图 . [40] 

$ 61 以 下 定理 建立 了 两 个 方面 之 间 的 一 些 有 趣 的 关系 ， 
一 方面 是 位 似 中 心 与 两 个 圆 的 着 对 应 点 , 另 一 方面 是 根 轴 . 

a， 定 理 如果 PP 与 Q,R 与 $ 分 别 在 两 个 贺 上 ,并 且 关 于 
同一 个 位 似 中 心 是 逆 对 应 点 ,那么 割 线 PR 与 08 相交 在 根 轴 
上 . 

因为 在 §29 已 经 证 明 这 四 个 点 共 圆 ,所 以 由 $ 47 即 知 定理 
成 立 . 

b. 定理 ”如 果 已 知 两 个 圆 的 一 个 位 似 中 心 ,那么 根 轴 可 以 
仅 用 直 尺 作出 . 

c. 定理 ”两 个 圆 在 逆 对 应 点 处 的 切线 相交 于 根 轴 上 . 

因为 由 $ 30, 这 两 条 切线 相等 . 

d， 定 理 ” 反 过 来 ,从 根 轴 上 在 贺 外 的 点 ,向 两 个 圆 可 作 四 
条 切线 ,关于 每 一 个 位 似 中 心 , 切 点 分 为 两 对 逆 对 应 点 . 换 旬 话 
说 ,如 果 一 个 圆 与 两 个 已 知 贺 正 交 , 交 点 成 方式 如 上 的 逆 对 应 
点 . 

e .定理 “如果 两 个 贺 中 ,过 道 对 应 点 年 半径 ,并 延长 主 相 
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玄 , 交 点 基 与 这 两 个 已 知 圆 相 切 于 已 知道 对 应 点 的 圆 的 圆心 . 反 
过 来 ,如 果 一 个 圆 与 两 个 已 知 图 相 切 , 切 点 是 两 个 已 短 圆 的 道 对 
应 点 ,并 且 在 这 些 点 的 切线 相交 于 根 轴 上 . 

$62 练习 除 下 面 的 系 与 练习 外 ,希望 读者 完成 课文 中 
§ 41,44,47,48,49,51,55,56,58,59,60,61 各 节省 去 或 仅仅 描 
述 的 证 明 . 

a. 定理 在 三 角形 的 每 一 边 或 边 的 延长 线 上 各 取 两 点 ,使 


[41] 得 每 两 对 点 在 一 个 国 上 ,那么 这 六 个 点 必 在 同一 个 圆 上 . 


因为 如 果 有 三 个 不 同 的 图, 那么 它们 的 三 条 根 轴 , 即 这 三 角 
形 的 三 条 边 必 定 共 点 ， 

另 一 种 说 法 如 下 : 

b. 定理 已 知 三 条 直线 ,每 一 条 上 土 有 一 对 点 ,使 得 每 两 对 
点 在 一 个 圆 上 ,那么 或 者 这 三 条 直线 共 点 ,或 者 这 六 点 共 回 . 

作为 一 个 特殊 情况 ,如 果 任 一 对 点 重合 ,这 圆 与 相应 的 直线 
相 切 . 

¢c， 定理 ”两 个 相交 圆 ABX 与 4BY 正 交 当 且 仅 当 

人 ANB + AYB = 0F. 

d. 定理 ” 设 d 为 两 个 圆 的 圆心 距 ,! 为 公共 纺 ,r,r' 为 它 

们 的 半径 ,这 两 个 贺 正 交 当 且 仅 当 
Id =2rr. 

e. 定理” 如果 过 两 个 圆 的 ~- 个 交点 作 直 线 分 别 再 交 两 个 
圆 于 P,0 ,以 P,8 为 圆心 各 作 一 圆 与 两 个 已 知 圆 正 交 ,那么 这 
两 个 图 一 定 互相 正 交 . 

f， 定理 ”如果 45 是 一 个 圆 的 直径 ,任意 两 条 直线 AC ,BC 
分 别 与 圆 再 相交 于 P,0 ,那么 圆 CP0 与 已 知 圆 正 交 . 

g. 定理 ”一 个 固定 悦 与 一 个 共 轴 出 组 的 每 个 圆 的 根 轴 相 
交 于 同一 点 . 

h. 定理 如果 两 个 共 轴 圆 组 有 一 个 公共 圆 ,那么 这 两 织 加 
与 一 个 加 下 交 或 过 :~ 个 定 图 的 对 径 点 (参见 多 物 系 ). 
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i. 问题 ”研究 与 一 个 定 圆 正 交 的 区 组 的 性 质 . 

庞 加 莱 (Henri Poincare) 在 《科学 与 假设 ?中 ,设想 一 个 包含 
在 大 球 内 的 字 宙 ,其 中 温度 及 胀 及 折射 定律 均 随 与 球 心 的 距离 [42] 
大 变化 ;两 点 但 的 最 短路 线 ,也 就 是 说 所 用 时 间 最 少 的 路 线 ,不 
是 直线 ,而 是 与 作为 边界 的 球 正 交 的 圆 的 弧 . 在 这 字 宙 中 的 居 
民 ,宇宙 看 来 是 茫 无 边际 的 ,与 边界 正 交 的 圆 看 来 是 一 条 直线 . 
稍 加 思索 即 可 明了 这 个 宇宙 中 的 玫 何 学 ,在 很 多 方面 与 我 们 的 
初等 几何 学 相同 ,而 在 某 些 基本 方面 却 非 常 不 同 ; 三 角形 三 个 内 
角 的 和 小 于 两 个 直角 ,在 一 个 平面 (例如 通过 球 心 的 平面 ) 上 ,过 
一 点 可 以 作 无 穷 多 条 直线 不 与 一 条 已 知 家 线 相交 ,最 近 物 理学 
方面 的 进展 显示 我 们 自身 所 在 的 宇宙 ,利用 鹿 加 莱 设 想 的 宇宙 
之 类 理论 作为 基础 ,可 以 得 到 最 好 的 解释 . 


反 演 


§63 现在 我 们 研究 称 为 反 演 的 重要 的 几何 变换 . 

定义 ”已 知 一 圆 c ,圆心 为 0, 半径 r 不 为 零 ; 如 果 P 与 P' 
在 过 0 的 直线 上 ,并 且 

OP -0F" = F2， 

那么 P 与 户 称 为 关于 辆 ec 互 为 反 演 .两 点 之 间 的 这 一 关系 ,或 
已 知 一 点 确定 它 的 反 演 点 的 运算 称 为 反 演 . 

由 这 个 定义 ,立即 得 出 下 面 的 结果 : 

定理 ” 除 反 演 中 的 圆心 0 外 .平面 上 每 一 个 点 有 了 肘 一 的 反 
演 点 ,这 关系 是 对 称 的 , 即 如 果 户 是 闫 的 反 演 点 ,那么 己 是 户 
的 反 演 点 -这 个 辆 外 的 每 个 点 与 贺 内 的 -一 点 互 为 反 演 点 .这 个 图 [43] 
上 的 每 个 点 是 自身 的 反 演 点 ,每 个 是 自身 的 反 演 点 的 点 在 这 个 
加 上 . 

由 此 显然 得 出 ,对 平面 上 任 一 图 形 ,有 另 一 个 图 形 与 它 对 
应 ,使 得 两 个 图 形 的 对 应 点 互 为 反 演 .我 们 的 问题 是 发 现 这 两 个 
光束 之 加 的 甘 系 ; 竺 吕 二 ,个 图 形 的 琴 些 让 反 注 后 保持 不 变 的 


性 质 包 .我 们 将 证 明 每 个 图 或 直线 ,经 过 反 演 变 为 图 或 直线 ; 两 
条 线 ( 直 线 或 曲线 ) 的 交角 变 为 方向 相反 的 相等 的 角 . 由 于 这 两 
个 重要 的 不 变 的 关系 ,用 上 反 演 来 变换 一 个 图 形 ,在 几何 研究 中 极 
为 有 用 . 

$§ 64 ”特殊 情况 与 约定 ”因为 我 们 已 经 同意 将 直线 作为 一 
种 圆 , 反 演 的 定义 可 扩张 如 下 : | 

点 PP 关于 一 条 直线 48 的 反 演 点 是 P 关于 4B 的 对 称 点 . 
多 名 话说 ,这 个 反 演 点 P' 使 得 48 是 PP' 的 重 直 平分 线 . 

(因为 设 PP 与 PP 关于 辆 OQ(7) 为 反 演 点 ,OPP' 交 圆 于 CC, 则 


DOP-OP' = r?， 
即 (r+ CP){r + CP") = r2, 
因此 (oP + CP')= - CP OP’, 
TP+CP = -ee 


- 

令 P 与 C 固定 ,0 向 远 处 移动 ,这 圆 趋 近 于 它 的 极限 , 即 -- 
条 在 C 点 垂直 于 PP' 的 直线 ;而 CP + CP’' 赵 于 极限 零 .因此 ,上 
面 的 定义 ,在 将 反 演 加 用 直线 代替 时 ,两 反 演 点 在 这 条 直线 的 重 
线 上 ,并 且 到 这 条 直线 的 距离 相等 . ) 

有 些 几何 学 家 喜欢 定义 反 演 为 由 方程 

DP.OPF = -7 

确定 的 变 撞 , 反 演 圆 为 点 圆 ,半径 汶 + - 工 .因为 我 们 避免 使 用 
串 数 ,所 说 的 变换 可 以 先 用 前 节 定 义 的 反 演 ,然后 再 旋转 180 取 
得 ,结果 相同 . 

男 一 个 与 反 演 研 究 有 关 的 约定 ,我 们 只 是 顷 便 提 到 .在 较 早 
的 一 章 中 已 经 介绍 了 在 无 穷 远 处 的 理想 元 素 , 或 许 它们 的 使 用 


中 尽 答 有 各 种 诱 感 ,我 们 还 是 洲 免 采用 "不 变性 "(anallagmatic) 这 一 
可 怕 的 术 请 ,这 是 一 个 希腊 词汇 , 意 即 不 变 (invariant) ,往往 被 异 用 来 表达 
反 演 后 的 不 变性 质 . 


已 经 被 证 实 是 合理 的 . 现在 ,在 反 演 的 几何 中 ,只 有 一 个 点 , 它 的 
反 演 点 不 存在 ,这 点 就 是 反 演 中 心 0. 并 且 一 个 点 沿 任 意 方 向 
趋 于 无 穷 远 时 , 它 的 反 演 趋 近 0. 因 此 ,在 反 演 的 风 何 中 ,通常 
放弃 在 其 他 地 方 非常 有 用 的 无 穷 远 线 , 采 用 无 穷 远 处 只 有 一 个 
点 的 约定 ,这 点 就 是 反 演 圆 e 的 中 心 的 反 演 点 .但 在 本 书 中 ,并 
无 必要 采用 这 一 观点 .虽然 我 们 的 无 穷 远 点 没有 反 演 点 ,但 不 久 
就 能 看 出 一 组 平行 直线 的 反 演 是 什么 .因此 我 们 约定 仅 在 有 限 


的 平面 内 实施 反 演 .在 提 到 一 点 的 反 演 时 ,应 理解 为 这 点 不 是 无 [45] 


穷 远 点 ,也 不 是 反 演 中 心 . 
对 一 已 知 点 的 反 演 点 ,我 们 给 出 一 种 简单 实用 的 作法 如 下. 
$65 定理 设 P 为 反 演 圆 OCr) 外 的 一 点 , 则 它 的 反 演 
点 P' ,是 0P 与 P 到 阅 的 切线 的 切 点 连 线 的 交点 . 


/~ 
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图 12 


因为 设 切 线 为 PA ,PB ;48B 交 上 OP 于 P', 则 三 角形 4P'O 与 

PAC 相似 ,从 而 
OP OF = 042， 

即 PP 与 P' 互 为 反 演 . 

定理 反 过 来 ,如 果 P 在 贺 内 , 藉 48 过 P 并 有 旦 垂直 于 
OP ,那么 4,B 外 的 切线 相交 于 P 的 反 演 点 ， 

$66 除了/ 上面 的 明显 的 作法 外 ,我 们 有 下 面 的 仅 用 圆规 
的 作法 ,这 可 能 是 实用 上 最 方便 的 , 仅 用 直 尺 的 作法 将 在 以 后 给 
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出 ( § 139). 


定理 ” 设 P 为 与 0 的 距离 大 于 地 r 的 点 , 圆 P(PO ) 交 反 
演 加 于 X 与 了 , 较 X(XO ) 与 图 Y(YO) 相 交 于 0.P' , 则 P' 是 P 
的 反 演 点 . 
[46] 。 ”证明 利用 相似 三 角形 ,很 容易 . 
练习 在 贺 P(PO) 与 反 演 加 不 相交 时 ,显示 如 何 仅 用 圆规 
作出 点 PP 的 反 演 点 (可 以 看 出 这 时 的 作 图 ,在 理论 上 可 作 , 但 在 
实用 上 不 太 方 便 ). 


图 13 


#57 反 演 , 可 以 用 一 种 简单 的 器 械 实行 . 它 的 原理 如 下 :; 
定理 ”如果 ABCD 是 六 形 ,O 到 相对 的 顶点 4,C 的 距离 相 
等 ,那么 0,8,D 共 线 ,并 且 
OB:0D = 04*:- 48:， 
因为 0B'0D= (OX+ XB)(OX- XB) 
= OX*— XB:= OF?:+ XA- (XB?+ XA) 
L471 = 042 - AB?. 
波斯 里 亚 (Peaueellier) 反 演 器 就 是 由 四 根 相 等 的 棒 { 形 成 闵 
形 ABCD ) 及 两 根 较 长 的 相等 的 棒 O4 ,DC 组 成 .所 有 的 便 点 处 
都 可 以 自由 地 转动 ,0 固定 在 副 板 上 ,在 8.D 插 上 和 铝 笔 .根据 


人 > 


图 14 
刚刚 证 明 的 定理 ,无 论 这 连结 装置 怎样 动 ,点 8B 与 D 关于 加 0 


始终 互 为 反 演 点 ,这 圆 的 半径 是 (042 - 12?)3. 如 果 将 菱形 伸 直 
使 号 ,六 重合 ,然后 就 可 以 画 出 这 个 圆 .还 有 其 他 的 反 演 器 .但 
这 一 个 在 理论 上 最 为 简单 . 它 是 1867 年 法 国 军官 波斯 里 亚 发 明 
的 .建议 读者 用 简单 的 材料 ,如 硬 纸板 或 细 木 杆 , 用 钢 环 或 钢 钉 
连结 ,自制 一 个 模型 ， 

§658 定理 设 P,0 为 任意 点 ,P',9' 是 它们 的 反 演 点 ， 
则 三 角形 0PQ 与 0P'Q' 首 相似， 

因为 角 0 是 两 个 三 角形 的 公共 角 , 并 且 夹 角 的 两 边 成 比 
例 ， 

a. 系 任意 两 对 反 演 点 在 同一 个 画 上 ,这 贺 与 反 演 圆 正 
交 ， 


同 前 ,因为 
OF :OF’ = 00.00" =’, 
这 四 个 点 在 一 个 贺 上 ,0 关于 这 个 网 的 备 是 r?. 因 此 ,这 个 加 与 
反 演 立正 交 ， 


b- 系 ”两 个 点 之 间 的 距离 与 反 演 点 中 之 间 的 暴 离 ,有 以 下 
关系 


r2 
PO -0 pW 
人 
+ 一 -一 一 二 遍 . 访 
PO’ = OP. 1 QP: 6 


. 系 对 任意 四 点 及 它们 的 反 演 有 
PO*RS PO:RS 


P'S'. R'O' PS:RO - 

d， 练习 (|) 当 任意 两 点 ,如 呈 ,C ,与 反 演 中 心 共 线 时 ， 
建立 上 面 的 结果 . 

《ii ) 当 反 演 圆 是 直线 时 ,建立 类 似 的 定理 . 

$69 现在 讨论 极 重要 的 问题 , 即 贺 或 直线 反 演 后 变 成 什 
么 .首先 考虑 最 简单 的 情况 : 

定理 ”过 反 演 中 心 的 直线 ,经 过 反 演 仍 为 原来 的 直线 . 

系 任 一 对 互 为 反 演 的 点 ,将 反 演 圆 的 直径 以 数值 相等 的 
比分 别 肉 分 与 外 分 ， 

$70 定理 任 一 条 不 过 反 演 中 心 的 直线 , 它 的 反 形 名 是 
一 个 过 反 演 中 心 的 司 . 反 过 来 也 成 立 ， 

因为 设 04 为 0 到 直线 48 的 垂 线 , 则 三 角形 0O45 与 
08'4' 逆 相似 .所 以 当 B 在 直线 48 上 移动 时 ,三 角形 08'4' 是 
一 个 斜 边 04 固定 的 .变动 的 直角 三 角形 ,8B' 的 轨迹 是 以 04 为 
直径 的 图. 

$71 定理 不 过 反 演 中 心 的 图 , 它 的 反 形 是 一 个 图 . 反 演 


由 ”应 当 记 清楚 线段 PQ 与 PQ' 上 的 点 ,除去 端点 外 ,其 他 的 点 不 互 
为 友 演 . 


多 ” 译 者 注 : 即 反 演 后 所 得 的 图 形 


中 心 是 这 两 个 互 为 反 形 的 图 的 一 个 位 似 和 中 心 , 任 一 对 反 演 点 是 
逆 对 应 点 . 
(注意 ,一般 地 ,两 个 互 为 反 形 的 圆 ,它们 的 圆心 不 互 为 反 演 
点 .) [49] 


因为 设 任 一 条 过 0 的 直线 交 已 知 贺 于 P,8, 则 0 关于 这 
圆 的 午 是 


t= OP:00. 
设 P' 为 P 的 反 演 点 ,r 为 反 演 半 径 , 则 
三 .057 -六 
相 除 得 
oP - 志 
O00 + 


最 后 的 等 式 说 明 当 @ 画 出 已 知 圆 时 ,点 P' 在 直线 09 上 移动 ， 


并 且 将 线段 00 分 为 定 比 入 .因此 ( 间 21,26), P' 与 0 同时 画 出 
一 个 圆 ,而 且 对 这 样 对 应 的 动 点 , 反 演 中 心 0 是 它们 的 位 似 中 
心 .从 而 立即 得 出 在 这 两 个 圆 上 ,P 与 疡 为 递 对 应 点 (参见 
8 28) .中 心 0 是 这 两 个 加 的 外 位 似 中 心 或 内 位 似 中 心 ,根据 ， 
为 正 或 负 , 即 0 在 已 知 加 外 或 内 而 定 ， 

系 “如果 一 个 图 正 交 于 反 演 图 ,那么 它 的 点 互 为 反 演 点 , 作 
为 整体 ,这 个 图 经 过 反 演 没 有 改变 . 


这 民政 民航 出 学 


定理 ” 设 已 知 辆 的 半径 为 R,0 关于 这 圆 的 圭 是 !( 不 为 
[50] 零 ) , 则 这 圆 的 反 形 圆 的 半径 R' 与 0 关于 它 的 车 二 ,由 
2 4 
R=R 开 ， 是 = 二 
给 出 . 
因为 设 过 圆心 的 直线 交 己 知 圆 于 P,0 ,它们 的 反 演 分 别 为 
P',0', 则 
OF 00 = 就 . 机 
1 1 P 
QP =07 -00-"(-00)-"” 守 人 
系 ，” 两 个 图 总 可 以 经 过 反 演 蛮 成 相等 的 圆 ( 可 进一步 看 
§ 129). 
§72 在 已 经 说 过 的 波斯 里 亚 反 演 器 上 ,可 以 再 加 上 一 根 
杆 .一 端 在 B, 另 一 端 固定 在 桌 上 .于 是 ,8B 只 能 画 一 个 圆 , 它 的 
反 演 点 D 也 同时 夯 出 一 个 圆 .特别 地 ,如 果 反 演 中 心 0 在 B 画 
出 的 阅 上 ,那么 D 画 出 一 条 直线 .值得 注意 通常 画 直 线 时 ,预先 
假定 一 条 已 作 好 的 直 尺 存在 .从 一 开始 ,在 没有 直 尺 存在 时 ,要 
求 作 一 条 直线 ,可 能 没有 找到 过 解答 .直到 省 斯 里 亚 反 演 器 发 
明 , 才 供给 这 个 问题 一 个 简洁 的 解 . 
$73 由 前 面 的 定理 ,容易 推出 反 演 的 第 二 个 基本 性 质 . 
定理 ”两 个 互 为 反 形 的 圆 在 对 应 点 处 区 切线 ,对 过 两 个 切 
[51] 点 及 反 演 中 心 的 直线 成 等 角 . 
因为 互 为 反 演 的 点 是 逆 对 应 点 ,在 $30, 已 经 知道 两 品 在 道 
对 应 点 处 的 切线 对 这 两 点 的 连 线 成 等 角 . 
74 定理 两 个 贺 的 反 形 的 交角 ,等 于 原来 的 圆 的 交角 ， 
但 方向 相反 
因为 这 样 的 角 ,等 于 过 它 的 顶点 (两 圆 的 交点 ?的 两 条 切 线 
与 连结 这 点 及 它 的 反 演 点 的 直线 所 成 的 两 个 角 的 和 或 差 . 


Li 
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这 个 非常 重要 的 定理 ,可 以 用 几 种 方法 证 明 , 如 对 曲线 的 制 
线 应 用 $7Ss 的 定理 ,再 令 这 条 割 线 趋向 于 切线 位 置 . 因 此 ,这 个 
定理 可 以 推广 ,显示 任意 两 条 曲线 的 交角 到 演 后 不 变 . 换 句 话 
说 , 反 演 是 道 向 保 形 的 . 

定理 ”如果 两 个 圆 正 交 ,那么 它们 的 反 形 也 正 交 .为 自身 及 
皮 形 的 陨 或 直线 ,与 反 演 图 正 交 . 

75 下 面 的 定理 ,用 简单 的 形式 表示 互 为 反 形 的 图 形 的 
前 的 关系 ,用 处 很 多 .事实 上 ,前 面 已 经 证 明 的 .两 个 反 演 的 基本 
性 质 , 可 雇用 它 为 模 据 来 证 明 . 


图 地 


定理 设 PP ,0',R' 分 别 为 点 P,0,R 的 反 演 ,0O 为 反 演 中 

心 , 则 
XPOR + TPO'R' = TPOR. 

因为 六 PQ0 = 实 0OP'0' = 位 P'O0' + 计 00'P'，($§18,68) 
同 理 ， 人 守 00R = O'R'D = 守 R'O'O0 + 广 Q'O0R', 
相 加 ， | 
POO + O00R= RQO+ TO0P' + APOO + 人 AOOR', [52] 
会 并 , 移 项 即 得 所 述 结果 . 

结论 也 可 撒 述 成 : 


实 PIO'R = 实 PORT+ 实 RDOP. 

每 一 种 形式 ,都 给 出 互 为 反 形 的 三 角形 中 的 角 的 关系 . 重 
如 , 它 显示 这 两 个 三 角形 不 能 北 相 似 , 并 且 人 充当 它们 各 内 接 于 一 
个 反 演 区 的 间 心 圆 , 才 可 以 顺 相 亿 .这 一 结果 也 可 由 68h 导 
出 . 

#76 定理 对 任意 四 点 P,Q0,RR,S 及 其 反 演 点 局 ,0'， 
R',S', 有 

LPOR+ TRSP = IP'IR' + ARO'P. 
这 个 等 式 ,与 $ 19 结合 ,可 以 立即 得 出 加 的 反 形 仍 为 图 ， 
#77 我 们 再 列举 几 个 定理 ,它们 容易 由 反 演 的 基本 性 质 


153] 推出 ,以 后 经 常 要 用 .其 他 应 用 稍 少 的 定理 可 见 第 5 章 . 


定理 ”如果 一 个 圆 经 过 两 个 互 为 反 演 的 点 ,那么 这 个 图 与 
反 演 加 正 交 ,而 且 它 的 点 两 两 互 为 反 演 . 

因为 设 P 与 P' 关 于 贺 O(r) 互 为 反 演 , 任 -过 P,P' 的 圆 与 
一 条 过 0 的 直线 相交 于 8,0', 则 

OP: OP’ = 00.00 = r2. 

$78 定理 如果 两 个 相交 的 圆 都 与 第 三 个 圆 正 交 ,那么 
它们 的 交点 关于 第 三 个 贺 互 为 反 演 . 

79 定理 反 演 圆 与 任意 两 个 互 为 反 形 的 圆 共 轴 . 如 果 
这 两 个 贺 不 相交 ,那么 这 共 轴 圆 组 的 极限 点 互 为 反 演 . 

因为 设 一 个 圆 与 反 演 阅 相 交 , 则 它 的 反 形 与 反 演 圆 交 于 同 
样 的 两 点 ,所 以 这 三 个 圆 共 轴 . 设 两 个 圆 都 不 与 反 演 圆 相交 , 帮 
天 个 圆 与 反 演 阅 及 两 已 知 圆 中 的 一 个 正 交 , 因为 正 交 圆 反 演 后 
仍 为 正 交 加 ( 74) , 反 演 后 ,所 作 的 图 不 变 而 且 都 与 另 一 个 已 知 
圆 正 交 , 这 些 作出 的 辅助 圆 构成 一 个 共 轴 圆 组 ,因此 两 个 已 知 区 
及 反 演 贺 是 共生 的 共 轴 圆 组 的 成 员 . 这 组 镜 的 极限 点 是 正 交 图 
组 的 公共 点 . 


外 译 考 注 : 指 两 个 三 角形 的 对 应 顶点 互 为 反 演 点 . 
一 一 | 一 


系 将 任 一 对 反 演 点 看 作 极 限 点 , 反 演 加 与 它们 共 轴 . 因此 
(60 两 个 固定 的 反 演 点 到 反 演 贺 上 的 一 个 动 点 的 距离 的 比 为 
定 秆 . 
最 后 一 句 话 也 可 由 $68b 推出 ， 
系 ”如 果 在 一 组 共 轴 图 中 取 一 个 圆 作为 反 演 圆 ,那么 其 余 
的 圆 两 现成 对 ,每 一 对 图 互 为 反 形 . [s4] 
$ 双 定理 设 两 个 已 知 点 已 ,CQ 关于 圆 c 互 为 反 演 ,P， 
Q 及 加 ce 关于 男 一 个 图 上 5 的 反 形 为 P' ,0' 及 圆 c', 则 P',0' 关 
于 圆 e!' 互 为 反 演 . 
过 P,Q 任 作 两 个 贺 j,, 则 它们 都 与 圆 <。 正 交 ,它们 关于 
5 的 反 形 让,k' 与 c' 正 交 . 因 此 六 与 上 "的 交点 P' ,0' 关 于 ec' 互 为 
反 演 . 
这 个 定理 可 以 解释 成 “ 反 演 性 经 反 演 后 不 变 ”. 即 两 个 互 为 
上 反 形 的 图 形 ,连同 它们 的 反 演 圆 ,受到 一 个 反 演 的 作用 ,所 得 的 
图 形 仍 互 为 反 形 . 
$81 下 面 的 定理 ,表示 利用 反 演 可 将 一 个 图 形 怎 样 变化 
与 化 简 ,证明 都 可 以 立即 得 出 .同一 类 型 的 其 他 问题 将 在 以 后 讨 
论 (§129 ~ 131). 
a， 同一 贺 上 的 任 两 对 点 ,可 以 用 一 次 反 演 将 它们 互相 交 
换 , 只 要 它们 的 连 线 相交 在 贺 寻 , 即 这 两 对 点 不 二 相 分 开 . 
这 个 定理 如 果 用 最 后 一 句 话 有 叙 述 ,在 四 点 共 线 时 仍然 成 立 ， 
b. 过 同一 点 的 两 个 或 更 多 个 圆 ,可 用 这 公共 点 为 反 演 中 
心 ,将 它们 有 反 演 成 直线 , 反 过 来 ,平面 上 的 直线 可 以 反 演 成 经 过 
同一 点 的 贺 . 
在 同 …… 点 相 切 的 两 个 或 更 多 个 圆 ,可 用 这 切 点 为 反 演 中 
心 , 将 它们 反 演 成 平行 线 . 反 过 来 也 成 立 . 
d. 两 个 不 相交 的 铬 ,可 以 用 它们 所 在 的 共 轴 圆 组 的 任 -. 个 155] 
极限 点 为 反 演 中 心 ,将 它们 反 演 成 同心 圆 ， 
综 上 所 述 ,两 个 共 衣 的 .分 别 为 第 | 类 与 第 正 类 的 共 轴 国 


近似 吹 壬 天 入 学 


组 ,以 这 组 中 的 一 个 定点 为 反 演 中 心 ,用 反 演 可 将 它们 变 成 一 组 


同心 加 及 从 公共 的 圆心 发 出 的 直线 束 .这 公共 略 心 就 是 第 二 个 
定点 的 反 演 .因此 , 共 轴 圆 的 性 质 , 相 以 利用 反 演 ,由 特殊 的 . 极 
限 的 第 太 类 与 第 Y 类 共 轴 圆 组 的 性 质 推出 ( 854). 

郴 组 共 辆 的 第 币 类 的 共 轴 加 组 ,每 一 个 由 与 -- 条 公共 根 轴 
相 切 于 一 点 的 圆 组 成 ,可 以 用 反 演 将 它们 变 成 两 组 互相 垂 寺 的 
平行 线 . 在 $55, 曾 说 到 这 种 图 形 是 共 绒 共 轴 加 组 的 一 种 特殊 类 
瑾 

$82 定理 ”一 个 男 的 圆心 的 反 演 点 ,与 反 演 中 心 关 于 这 
个 圆 的 反 形 的 反 演 点 是 同一 个 点 ， 

即 设 融 关 与 天 关 于 阵 e 互 为 反 形 ,0 为 c 的 圆心 ,4 为 大 的 
圆心 , 则 4 关于 ec 的 反 演 点 4' ,就 是 0 关于 所 的 上 反 演 点 . 

系 ”为 了 恬 一 个 已 知 长 的 反 形 ,可 以 作出 反 滨 中心 关 于 这 
已 知 圆 的 反 演 点 ,再 作 这 点 关于 反 演 圆 的 反 演 点 , 它 就 是 所 求 反 
形 的 圆心 . 

练习 修改 上 面 的 报 述 ,使 它 适合 于 反 演 圆 变 成 直线 的 情 

156] 况 . 我们 知道 关于 一 条 直线 为 反 演 的 两 个 图 形 是 对 称 的 全 等 ;对 
与 两 个 互 为 反 形 的 图 形 有 关 的 定理 ,有 可 能 将 它们 的 反 演 图 变 
为 一 条 直线 来 证 明 . 

练习 ”如果 两 个 贺 正 变 ,那么 每 一 个 圆心 关于 另 一 个 圆 的 
反 演 点 是 公共 弦 的 中 点 . 

练习 ”完成 本 章 后 半 部 所 有 命题 , 即 $63,65,66,69,71 

[7] ( 系 ),76.78,79( 系 ),81 的 证 明 ， 


[eo 


$83 本 章 汇集 关 于 三 角形 ,四 边 形 及 其 他 多 边 形 的 各 种 定 
理 , 它 们 都 可 以 在 熟悉 的 初等 几何 学 与 前 面 已 经 获得 的 结果 的 基 
础 上 ,立即 建立 起 来 ,本章 的 不 少 内 容 与 第 5, 第 5 章 的 绝 大 多 数 
内 和 容 可 以 略 去 ,不 影响 全 书 的 联系 .希望 立即 进 到 三 角形 一 般 理 
论 的 读者 ,不 必 停留 在 那些 虽然 有 趣 , 却 与 主要 目标 无 关 的 材料 
上 ,可 以 直接 阅读 和 仙 ~ 和 2, 好 ~ 101,104a, 然后 到 第 5 章 ， 
#84 首先 我 们 叙述 一 个 定理 ,由 于 它 可 以 用 各 种 形式 出 
现 , 而 且 有 一 些 不同 的 .可 以 立即 推出 的 系 , 所 以 用 处 非常 广泛 . 
定理 设 Pl 是 三 角形 A1424; 的 进 4243 上 一 个 不 同 于 
43 的 点 , 则 
五 4 AiAzxsinP1Ald? 
PiAs AiAssine PiAlAY 


人 


As 1 A 


因为 由 正 芝 定 理 ( § 13b) 
一 好 一 


PiAs sin PA AlAs sin 一 41P143 
AlAz sin AiPiA2’ PAs sin 乙己 4143” 
又 因为 sin A1LP1A2 = sine ALPiAd;, 
[58] 将 这 些 等 式 结 合 起 来 立即 得 出 定理 . 
系 设 AiPl 与 A1VI 使 角 六 >A1P1 与 但 14143 相等 , 则 
EYE -| ER ) 
PiAs' O14;3 4143 
$86 定理 设 Pi,P2z,P3a 分别 在 三 角形 41424; 的 边 
4243,4341:4142 上 ， 则 
PA PAy PA1 sin Pi4i4avsin PoAsAssin P34341 
PiAs PoAl*PsA2 sin PiAAs3sing PAsAl*sin 一 Pd4542 
即 三 角形 的 边 被 分 成 的 出 的 鞘 积 ,等 于 相对 顶点 对 各 线 跨 所 张 
的 角 的 五 弦 的 比 的 对 应 的 乘积 . 
$8 定理 设 P,0; 为 443 上 土 的 任 两 点 ,它们 分 424， 
的 比 的 比 一 一 复 比 ,等 于 41 的 张 角 的 正弦 的 对 应 的 复 比 ,有 即 
PiA; Qi4; sin PiA1As sin/ O1414; 
PiAs OA sin PiAiAs’ sin OA1As 
定理 ” 设 三 条 直线 相 表 于 0 ,被 一 条 直线 截 于 4 ,B,C, 被 
另 一 条 直线 截 于 4’, B',C', 则 
2 
AC AC O00’ OC 
887 定理 设 四 条 直线 共 点 ,被 一 条 直线 截 于 4), 4,， 
43,44, 被 另 一 条 截 于 B1,B;,B3,B4, 则 


4143 4243 号 1 另 3 BB 


一 -一 一 一 一 一 一 一， 


4144 AzAa BiB4 BBa “ 
这 个 射影 几何 的 基本 定理 ,是 $886 的 直接 推论 . 
定义 一 条 直线 上 ,两 对 点 的 虐 离 之 比 的 比 , 即 上 面 所 说 的 
[59] 复 比 , 称 为 这 四 个 点 的 叉 比 或 非 调 和 比 , 在 这 值 为 - 1 的 特殊 情 
况 , 每 一 对 点 将 另 一 对 点 以 同样 的 比 内 分 与 外 分 ;它们 称 为 互相 


调和 分 割 ,或 构成 一 个 调和 点 列 . 此 外 ,四 条 共 点 的 直线 ,它们 的 
叉 比 或 非 调 和 比 是 它们 之 间 的 角 的 正弦 的 复 比 ,如 886 所 给 的 
那样 . 它 等 于 这 些 直 线 被 一 条 直线 截 得 的 点 的 叉 比 .在 及 比 为 
-1 时 , 称 四 条 共 点 的 直线 组 成 调和 线束 ， 

$88 射影 几何 学 考虑 两 个 平面 ,通常 不 平行 , 0 为 不 
在 这 两 个 平面 上 的 点 ,对 一 个 平面 上 的 点 ,可 以 诗 它 和 0 作 直 
线 , 与 第 二 个 平面 相交 .于 是 ,第 一 个 平面 上 的 任何 图 形 可 以 “ 射 
影 "成 第 二 个 平面 上 的 一 个 图 形 .射影 几何 就 是 研究 一 个 图 形 经 
过 这 种 射影 仍 保持 不 变 的 那些 性 质 ,这 些 性 质 称 为 射影 的 . 例 
如 ,我 们 看 到 一 般 地 ,射影 图 形 不 相似 ;含有 上 比 与 角 的 性 质 不 是 
图 形 的 射影 的 性 质 . 另 一 方面 ,任何 含有 共 点 线 或 共 线 点 的 关系 
是 射影 的 . 

上 面 三 节 的 定理 ,建立 了 这 样 的 事实 :一 条 直线 上 四 个 点 的 
叉 比 是 射影 不 变量 ,并且 等 于 射影 直线 之 问 的 角 的 正 荡 的 对 应 
的 叉 比 .这 是 射影 几何 的 基本 定理 . 

我 们 不 进入 射影 几何 的 领域 , 仅 偶而 地 从 它 与 我 们 的 领域 
共同 的 边界 观察 它 . 我 们 从 射影 几何 借用 了 无 穷 远 线 的 概念 ;但 
对 大 多 数 部 分 ,因为 在 研究 中 ,距离 , 角 , 比 的 熟悉 的 关系 都 不 改 
变 ,我 们 的 领域 与 它 设 有 多 少 共同 的 地 方 .偶而 地 ,如 第 8 章 , 我 [后 ] 
们 将 讨论 到 本 质 上 为 射影 性 的 定理 ;调和 点 列 与 调和 线束 的 概 
念 有 时 也 对 我 们 有 用 . 


四 角形 与 四 边 形 
$89 我 们 建立 一 些 关 于 多边 形 ,特别 是 四 边 形 的 定义 和 
约定 ， 
定义 ”简单 四 角形 或 四 边 形 基 有 四 个 顶点 与 四 条 边 的 封闭 


的 包 边 形 .一 对 未 连结 的 顶点 的 连 线 称 为 对 角 线 . 
完全 四 角 撒 是 由 四 个 一 般 信 置 的 点 及 连结 它 生 的 六 条 吉 线 


的 交点 称 为 对 角 点 . 

完全 四 边 形 是 由 四 条 一 般 位 置 的 直线 及 它们 的 六 个 交点 组 
成 的 图 形 .六 点 可 分 成 三 对 相对 的 点 ,它们 的 连 线 是 三 条 对 角 
线 . 

关于 完全 四 边 形 与 四 角形 的 定理 将 不 断 出 现 . 一 个 关于 四 
边 形 的 著名 定理 接 在 下 面 的 引 理 的 证 明之 后 , 它 的 证 明 以 这 引 
理 为 基础 . | 

$90 定理 ( 欧 几 里 得 《 儿 何 原 本 》 第 一 卷 43) 如 果 过 平 
行 四 边 形 对 角 线 上 一 点 作 两 条 边 的 平行 线 ,那么 不 含 这 对 角 线 
的 线段 的 两 个 平行 四 边 形 面积 相等 . 反 过 来 也 成 立 . 

即 过 平行 四 边 形 4BCD 对 角 线 4C 上 一 点 X, 作 边 的 平行 
线 , 则 面积 BX 与 DX 相等 .因为 对 角 线 AC 平分 平行 四 边 形 


L611 4C ,AX ,XC 的 面积 ,所 以 由 等 式 碱 去 等 式 即 得 结果 . 


反 过 来 ,如 果 两 条 分 别 与 48, BC 平行 的 直线 相交 于 邯 , 使 
面积 BX 与 XD 相等 ,那么 在 在 4C 上 ， 

这 个 古老 的 定理 , 欧 几 里 得 用 作 面 积 比较 的 第 一 步 ,并 由 此 
引出 他 对 勾 股 定理 的 证 明 , 但 现代 的 几何 学 已 经 不 用 它 了 . 侦 而 
它 也 有 用 处 ,例如 在 关于 相等 面积 的 作 图 问题 中 . 它 很 容易 产生 
下 面 的 著名 定理 的 证 明 . 

才 9%L 定理 ”完全 四 边 形 的 对 角 线 的 中 点 共 线 . 


图 19 


记 完 全 四 边 形 的 四 条 直线 为 ABC ,AB'C’ ,A'BC' ,A'B'C, 


三 条 对 角 线 为 44' , BB' ,CC' ,可 图 , 作 直 线 平行 于 这 四 条 直线 
中 的 两 条 ,并 标 以 字母 .应 用 名 9 的 定理 : 

面积 A4' = 茄 积 A'R， 

面积 A4' = 面积 A'P. 
因此 面积 A'R= 面 积 A'P， 
从 而 4 在 对 角 线 NMS 上 .于 是 48' ,AN 与 好 的 中 点 共 线 ,但 4S 
与 CC' 互相 平分 ,4N 与 B88' 也 互相 平分 ,所 以 44' ,B88B’' ,CC' 的 
中 点 共 线 ， 

后 面 (5$268) 将 再 一 次 证 明 这 个 定理 ,并 进一步 证 明 以 

44' ,85' ,CC 为 直径 的 三 个 圆 共 轴 ,同时 证 央 由 四 条 直线 所 成 
的 四 个 三 钊 形 的 其 他 有 关 定 理 ， 


托 勒 密 (Ptolemy) 定 理 


$2 定理 设 四 边 形 内 接 于 图, 则 对 角 线 的 积 等 于 等 边 [62] 
乘积 的 和 .上 反 过 来 , 设 有 四 个 点 ,两 条 对 边 的 积 等 于 其 他 两 对 对 
边 乘积 的 和 , 删 这 四 点 共 圆 . 


1 


2 co 


图 29 
两 部 分 几乎 可 以 同时 证 明 . 令 4,8B,C,D 为 任意 四 点 ,8， 
C.D 不 共 线 , 议 48B 为 边 作 三 角形 4BE 与 三 角形 DBC 顺 相似 . 
于 是 


BD:AE = AB -DC, 


=-== LABD= EBC. 


BA 
BE 


所 以 三 角形 ABD 与 EBC 也 相似 ， 
BD:EC = BC:AD. 
相 加 得 BD(AE + EC)= AB*: CD + AD:BC. 
当 县 仅 当 
BAFE = BAC = BDC 

时 ,EE 在 4 上 ,而 当 且 各 当 丰 ,B,C,D 共 闹 时 土 述 条 件 成 立 . 
即 在 这 四 点 共 仙 时 ， 

AE + EC = AC. 
在 其 他 情况 , 

AE + EC > AC. 
因此 ,根据 4 ,B,C,D 共 圆 或 不 共 圈 , 习 积 的 和 AB :CD + AD， 
BC 等 于 或 大 于 4C :8D. 

当 且 仅 当 四 点 共 线 时 ,上 曾 的 证 明 不 适用 ;得 在 和 3 已 经 证 
明 对 任意 四 个 共 线 的 点 ,这 个 等 式 成 立 . 

第 二 个 证 明 : 同 前 , 令 ,B,C,D 为 任意 四 点 ,以 上 D 为 反 演 
中 心 , 令 二 ,B,C 的 反 演 点 分 别 为 4',B',C'. 当 且 权 当 有 4, 8B， 
CD 共 贺 时 ,4' , 呈 ',C' 共 续 . 如 果 这 一 条 件 广 足 中 ， 

AB'+BO + CA a=0. 
但 轩 局 b, 将 这 些 长 用 相应 的 式 子 代入 ; 


去 分 母 ， 
AB*: CD + AC: DB 4+ AD :BC =0. 
当 且 仅 当 四 点 共和 巍 时 ,这 一 等 式 成 立 . 
893 ”由 托 勒 密 定 理 可 以 导出 许多 几何 与 三 角 的 定理 ， 
a&. 注意 在 半径 为 R 的 六 中 , 畔 心 角 2# 所 对 的 蓄 长 为 
2Rsin$ ,于 是 三 角 中 的 加 法 定理 可 以 由 托 勒 密 定 理 立 即 推出 ; 


外” 译 者 注 : 意 即 当 且 仅 当 出, 果 ,C 共 线 . 


sinfa + 5)= singcosb + cosasinb ,等 等 . 
b. 如 果 ABC 是 等 边 三 角形 ,P 在 过 4 ,B,C 的 圆 的 弧 BC 
上 ,那么 
PC= PA+PB. 
c. 如 果 D 在 48 = 4C 的 等 腰 三 角形 48C 的 外 接 圆 的 统 BC 
上 ,那么 


PA AB 
PB + PC = BE ' 为 定 比 ， [ea 
d. 如 果 在 正方 形 A4BCD 的 外 接 加 的 弧 4B 上 ,那么 
PA+Pe WD 
PB + PD Pe “ 
e， 如果 PP 在 正六 边 形 ABCDEF 的 外 接 圆 的 弧 483 上 ,那么 
PD + PE = PA+ PB+ PC+ PF, 
f， 如 果 P 在 正 五 边 形 48CDE 的 外 接 圆 的 弧 48B 上 ,那么 
PC+PE= PA+PB+PD. 
这 类 定理 可 以 无 穷 地 持续 下 去 .我 们 用 一 个 更 优美 的 定理 
作为 结束 ,这 个 定理 包含 一 个 圆 内 接 六 边 形 的 边 及 主 对 第 线 . 
g， 定理 中 ” 设 一 个 圆 内 接 凸 六 边 形 的 对 边 为 e ,gb 有; 
ce 对 角 线 为 e, 广 8( 应 选择 e 与 a,a' 无 公共 顶点 ,6,b' ,了 
无 公共 顶点 ), 则 
efg = aae t+ bbf+ecg + abc+t a'b'c'. 
设 这 六 边 形 为 LMNPOR , LM , MN 等 等 依次 为 a,b',c,a’， 
6 , 册 AR,LP, 和 MO 分别 为 e,f,g. 令 LIN,NO,0E, 有 MP 分 别 为 [651 
xyisyzv 则 


bf+tac=ur, cg+a'b'= wu. 
分 别 乘 以 5,c' 再 相 如 ,得 
eethb f+abktab' = u(te'y) 


吕 ”大 阅 Fuhrmann 的 书 ,61 页 . 


= Wez = euz = elfe - aa'). 

由 地 导出 所 和 欲 证 的 公式 . 这 个 定理 可 以 看 作 是 托 勒 密 定 理 对 六 
边 形 的 推广 , 

$94 定理 对 任意 四 点 4,8,C,D， 

AC?. BD?* = AB** CD? + AD?*. BC? 
-2 AB:BC: CD-: DAcos(TABC + CDA). 

这 个 托 勒 密 定 理 的 推广 ,可 以 同样 地 用 友 演 的 方法 证 明 . 如 
果 我 们 对 三 个 点 4 ,8' ,人 写 出 余 荡 定理 

= 机 os 
然后 以 了 为 中 心 ,将 这 个 图 形 反 演 , 各 个 长 度 用 它们 的 等 价 式 
子 代入 , 辫 即 得 出 上 面 记 给 揭 公 式 . 

$95 有 一 些 有 趣 的 问题 ,与 一 点 到 三 个 定点 距离 的 比 有 
关 ., 很 自然 地 ,会 想到 用 一 点 到 一 个 固定 三 角形 的 顶点 的 距离 ， 
或 距离 的 比 来 确定 这 个 点 的 位 置 .但 这 个 位 置 不 是 唯一 确定 的 . 

定理 平面 上 至 多 有 两 个 点 , 它 到 三 个 定点 的 距离 与 给 定 


L566] 的 值 成 比例 . 


因为 设 41,42,43 为 已 知 点 ,P 为 要 求 的 点 ,使 得 
PA1: P42: PAs= pil:p2:p3, 
这 里 PirP23 D3 为 给 定 的 值 . 
在 $58, 我 们 已 经 知道 , 当 -242 Sa = 如 时 , 动 点 P 的 轨迹 是 
一 个 加 ,这 个 圆 在 以 42， 4 为 极限 点 的 共 轴 国 组 中 同 理 , 当 


EE = 匡 时 ,点 P 的 轨迹 是 与 43,4 共 轴 的 贺 ; 对 P41 与 PA 
出 是 这 村 但 所 有 的 这 三 个 加 者 与 414az,43 的 圆 正 奕 ,有 三 
种 情况 ; 

如 果 这 三 个 圆 中 每 两 个 都 不 相交 ,那么 没有 点 适合 所 给 的 
条 件 . 如 果 有 两 个 圆 相交 ,那么 第 三 个 圆 必定 通过 这 两 个 交点 . 
这 两 点 是 问题 的 解 , 并 且 关 于 三 角形 44243 的 外 接 圆 互 为 反 
演 点 .类 似 地 ,如 果 这 些 圆 中 有 两 个 相 切 ,第 三 个 也 与 它们 相 切 
于 同一 点 .这 点 是 问题 的 唯一 解 ,并 且 在 圈 41.4243 上 . 

下 一 个 问题 是 ,对 于 比 pt: pa:p3 的 什么 秆 ,所 说 的 点 P 存 
在 ? 

定理 ” 当 且 仅 当 三 个 莱 积 pi， AzAs, p2° A3A1, ps* 42 中 
任 两 个 的 和 大 于 第 三 个 , 即 这 三 个 积 可 以 组 成 三 角形 时 ,存在 两 
个 点 P,P' ,到 三 个 已 知 点 41,42,43 的 距离 与 已 知 值 piypz,p3 
成 比例 .如 果 上 述 的 两 个 积 的 和 等 于 第 三 个 ,那么 所 说 的 点 只 有 
一 个 , 它 在 贺 凤 14243 上 . 反 过 来 也 成 立 . 

当 点 P,P' 存 在 时 ,不 等 式 成 立 ,这 是 托 勒 密 定 理 的 推论 ; 
当 只 有 一 个 唯一 的 在 圆 上 的 点 时 ,等 式 成 立 , 也 可 以 同样 推出 . 


逆 定 理 , 在 不 等 式 成 立时 推出 点 P,P' 的 存在 性 , 现 阶段 不 易 证 [47] 


明 . 利 用 $58b,e, 并 结合 前 一 定理 的 证 明 , 可 以 证 明 这 些 图 中 有 
两 个 相交 的 条 件 恰好 是 本 定理 所 说 的 ,但 花费 的 劳动 相当 多 . 稍 
后 ,我 们 将 用 简单 优雅 的 方法 建立 这 些 结果 ( § 205,206). 

6 由 初等 几何 中 一 个 不 太 熟 悉 的 定理 ,可 以 导出 一 系 


列 定理 . 
定理 ”三 角形 两 边 的 平方 和 ,等 于 第 三 条 边 平方 的 一 半 ,加 
上 第 三 条 边 上 中 线 平 方 的 两 倍 , 即 


q+ a$= Iaf+2m?. 
这 个 定理 ,在 学 校 的 课本 中 有 ,可 以 将 $ ide 应 用 于 三 角形 
44201 与 44301( 图 1), 再 将 所 得 的 等 式 加 起 来 ,使 得 到 证 


明 . 这 个 定理 可 以 立即 导出 下 列 结果 . 
a， 中 线 的 长 由 公式 


, mi= 直 (2a3+ 2a34- a?) 
给 出 . 
b. mi+ m3+ m= (af+ a3+ ao). 
ce， + (e+ + 3) 


$97 定理 ”到 两 个 定点 的 距离 的 平方 和 为 定 值 的 点 的 拖 
迹 , 是 一 个 圆 ,圆心 是 连结 两 个 定点 的 线段 的 中 点 . 

因为 由 和 96a ,如果 oj+ a3 是 常数 ,qj 也 是 常数 ,那么 mi 
是 常数 ,点 在 半径 为 mi 的 贺 上 运动 . 

定理 ”简单 四 角形 中 ,四 条 边 的 平方 和 ,等 于 对 角 线 的 平方 


168] 和 ,加 上 对 和 角 线 中 点 连 线 平方 的 四 倍 . 


二 为 设 4BCD 为 四 角形 ,EE ,FF 为 对 角 线 AC ,BD 的 中 点 , 则 
AF 是 三 角形 4BD 的 中 线 , CF 是 三 角形 BCD 的 中 线 , 因 此 


AB’ + AD*= BD’+2 AF’, 
BC + CD = BD?+ 2 OF. 

将 这 两 个 等 式 相 加 ,同时 注意 EF 是 三 角形 ACF 的 中 线 , 所 以 
AF? 4 CE? = 7 C+ 2 EF 


因此 得 
AB2: + BC:+ CD?4 DA*= AC*:+ BD*+4 EF. 

系 ”在 平行 四 边 形 中 , 边 的 平方 和 等 于 对 角 线 的 平方 和 ; 反 
过 来 ,如 果 一 个 四 边 形 具 有 这 一 性 质 ,那么 它 一 定 是 平行 四 边 
形 . 

定理 ”在 完全 四 角形 中 , 任 两 条 对 边 的 平方 和 ,加 上 它们 中 
点 连 线 平方 的 四 倍 ,等 于 其 他 四 条 边 的 平方 和 、 

定理 ”完全 四 角形 的 六 条 边 的 平方 和 ,等 于 三 条 对 边 中 点 
连 线 的 平方 和 的 四 倍 . 

98 我 们 继续 导出 一 些 其 他 的 简单 结果 . 

定理 ”三 角形 两 边 的 平方 差 ,等 于 第 三 边 与 它 的 中 线 在 它 
上 面 的 射影 的 积 的 两 情 , 即 

a3- @ = 221 HiOr. 
系 附 上 适当 的 符号 ,有 
al OH + a2 O02H2+ a3 03H =0. L69] 

系 设 和 办 为 三 角形 的 边 a 与 它 的 中 线 所 成 的 角 , 则 
Qs — oF 
44 
因此 cot$i + cotga + cat$s =0, 

§99 定理 三 角形 内 角 平 分 线 的 平方 ,等 于 两 条 邻 边 的 
乘积 , 碱 去 对 边 被 角 平 分 线 分 成 的 两 条 线段 的 积 . 

系 角 4i 的 平分 线 的 长 由 


年 = aas 人 1 -二 
(q+ a3)? 


cot$ 1 = 


给 出 . 

$10 一 些 上 面 所 说 的 定理 是 阿波 罗 尼 (Apoljonius ,公元 
前 3 世纪) 的 一 个 一 般 定 理 的 特殊 情况 ， 

定理 设 Pl 是 一 点 ,分 三 角形 414243 的 边 4243 为 比 


-于 , 则 
ni 


ma3+ nad= (m+n)AiPri+mPAr+tnPd. 
Al 


4: 中 号 As 


图 22 
因为 


a3= AIPY + A3PL -2 A1Pi"AsPicos AiPIAs, 
a$= AIPI + AyPr -2 AIPI*AsPicos AIP1A;. 
分 别 匀 m,n 再 相 加 ， 合作 器 的 可， 得 出 所 欲 证 的 结果 . 
将 Pi4z 与 P143 用 它们 的 值 二 地 nA2As 与 nA4243 代 入 ， 移 
项 ,得 另 一 种 形式 


_m .nn 
[70] A1P1?= tn minm+in’! 


§ 101 定理 二 有 形 两 过 的 积 ,等 于 第 二 边 上 的 高 与 外 
圆 直径 的 积 . 


图 好 
这 一 定理 ,在 所 有 几何 书 里 都 有 ,容易 用 相 书 三 角形 证 明 ; 
它 的 变形 惊人 的 多 . 


a. 系 2R = 全 
1 


又 ， R= (参看 $ 15d)， 


b. 定理 ”如果 从 加 上 一 点 P 作 两 条 弦 ,那么 它们 的 积 等 
于 哆 的 直径 滋 以 P 到 两 汞 端点 连 线 的 垂 线 . 

c. 定理 从 圆 上 一 点 到 一 条 固定 弱 的 距离 , 匀 以 圆 的 直 
径 ,等 于 这 点 到 固定 纺 两 端的 距离 的 积 . 

d. 定理 ”图 上 两 个 点 的 距离 ,是 圆 的 直径 与 其 中 任 一 点 到 
圆 在 另 一 点 切线 的 垂 线 的 比例 中 项 . 

这 是 上 一 个 定理 的 极限 情况 ,也 可 以 直接 证 明 . 

e， 定理 ” 设 对 加 上 由 点 作出 六 条 连 线 ,形成 三 对 对 边 ,出 
对 贺 上 和 任 一 个 其 他 的 点 , 它 到 每 对 对 边 距 离 的 积 都 相等 ， 

因为 这 个 积 等 于 这 点 到 四 个 已 知 点 的 距离 的 积 , 除 以 直径 
的 平方 .这 个 定理 又 可 提供 一 些 进 一 步 的 推广 . [71] 

f. 定理 设 41,42,…,4, 为 贺 上 侦 数 个 点 ,P 为 圆 上 一 定 


点 :记忆 到 4t4a 的 垂 线 的 长 为 du, 等 等 依 此 类 推 ,如 果 取 个 
重 线 相 乘 ,使 & 的 每 个 下 标 都 也 现 一 次 并 且 也 仅 出 更 一 次 , 那 
么 所 有 这 样 的 乘积 都 相等 . 

作为 进一步 的 扩展 ,我 们 可 以 使 一 些 4 重合 ,这 时 某 些 d 
变 为 P 到 圆 在 某 些 余下 的 包 边 形 顶 点 处 的 切线 的 垂 线 . 于 是 ， 
得 到 一 个 复杂 的 定理 , 它 涉 及 一 个 多 边 形 的 垂 线 及 在 它 的 一 些 
项 点 (可 由 我 们 指定 ) 处 的 切线 的 垂 线 .我 们 不 花 力 气 去 般 述 -- 
般 的 定理 ,而 只 注意 下 面 特 别 有 趣 的 情况 . 

8. 定理 ” 设 一 个 多 边 形 内 接 于 圆 ,过 它 的 顶点 作 切 线形 成 
圆 外 切 多 边 形 , 则 从 圆 上 一 点 到 第 -- 个 多 边 形 各 按 的 垂 线 的 积 ， 
等 于 从 这 点 到 第 二 个 多边 形 各 边 的 垂 线 的 积 . 

#102 定理 从 任意 一 点 到 正 n 边 形 各 边 的 距离 的 代数 
和 蚌 -- 个 定 值 , 即 进 心 四 的 n 倍 . 


(符号 是 这 样 规 定 的 :对 多 边 形 内 的 点 ,这 些 垂 线 都 是 正 
的 .) 

令 好 为 边 长 ,无 为 边 心 距 ,天 呈正 为 P 到 边 的 短线 ， 
则 多 边 形 的 面积 为 


广 nha = 二 (oh + ahz 十 十 2) 


由 此 立即 得 出 nh = 次 + 上 2 十 -二 下 
a. 例如 , 任 一 点 到 正三 角形 各 边 的 距离 和 等 于 高 ;到 正方 
[721 形 各 边 的 距离 和 ,等 于 边 长 的 两 售 ; 等 等 . 
b. 定理 从 正 =” 边 形 的 顶点 到 外 接 图 的 任 一 条 切线 的 垂 
线 的 和 ,等 于 半径 的 = 倍 ， 
利用 下 面 的 事实 : 圆 上 一 点 到 另 一 点 处 的 切线 的 垂 线 ,等 于 
另 一 点 到 这 点 处 的 切线 的 垂 线 . 这 个 定理 可 由 上 一 个 定理 推出 . 
c. 定理 从 正 =” 边 形 的 顶点 到 任 一 条 直线 的 垂 线 的 代数 
和 ,等 于 圆心 到 这 条 直线 的 距离 的 售 . 
因为 作 一 条 切线 与 已 知 相 线 平行 , 便 可 以 运用 上 一 个 定理 . 
d- 定理 ”由 加 上 任意 一 点 到 疗 内 接 正 n 边 形 的 顶点 的 距 
离 的 平方 和 是 一 个 定 值 ,等 于 2nR?. 
因为 设 4142…A4, 为 正 多 边 形 ,PP 为 外 接 贺 上 一 点 ,过 P 作 
切线 ,并 记 41 到 切线 的 垂 线 为 p1, 则 由 101d， 
两 性 = 2 了 1 等 等 ， 
但 由 上 面 的 定理 ， 
Pit+p2+°"" + pa = HR 
所 以 
PAL + 
=2nR2, 
系 设 RR 为 图 的 半径 ,a 为 内 接 正 n 边 形 的 边 长 , 则 较 上 
一 点 到 这 正 n 边 形 各 边 中 点 的 距离 的 平方 和 ,是 
一 (10 一 


2nR2 — Fna?. 


应 用 和 6, 立即 得 出 这 一 结论 . 

系 贺 内 搂 正 n 边 形 的 人 硬 点 的 所 有 连 线 的 平方 和 是 n2R?. [73] 

因为 由 34, 将 P 依次 放 在 各 个 顶点 ,得 到 n 个 等 式 , 再 相 如 
得 和 2n?R*, 但 其 中 每 条 连 线 被 计算 了 两 次 . 

$103 a. 定理 两 个 点 之 间 的 距离 ,与 它们 的 反 演 点 之 
间 的 距离 的 比 , 等 于 反 演 中 心 到 这 两 条 连 线 的 重 线 的 比 . 

因为 两 对 互 为 反 演 的 点 与 反 演 中 心 组 成 两 个 相似 三 角形 ， 
所 说 的 垂 线 是 对 应 的 高 . 

b. 定理 ” 设 一 个 圆 内 接 = 边 形 的 边 长 为 salez, en, 图 
上 任意 一 点 中 到 各 按 的 垂 线 为 pl,pz,…，,pns, 则 加 上 适当 选择 
的 符号 


因为 以 P 为 反 演 中 心 , 则 这 和 多边形 的 顶点 经 过 反 演 变 为 共 
线 点 .在 反 形 中 ,所 有 的 p 都 相等 ,而 
人 1 + 6 + 二 二 人 


c- 定理 设 pi,pi,pi 为 任 一 点 P 到 一 个 三 角形 的 边 的 
尼 线 ,hi,h2, 上 3 六 高 , 则 . 


t+ 
因为 
Pl 面积 4243 己 等 
hi 面积 44243" ， 
$ 104 我 们 再 举 一 些 主要 关于 区 的 , 互 不 相关 的 定理 .证 
明 的 大 部 分 留 给 读者 ， [74] 
a， 定理 设 三 个 相等 的 加 过 间 一 个 点 , 则 过 它们 的 其 他 三 
个 交点 的 加 与 它们 相等 ， 


一 - 而 了 — 


这 个 定理 及 它 的 系 都 可 以 通过 作 各 个 交点 处 的 半径 ,组 成 
若干 个 平行 四 边 形 来 证 明 . 

系 ”在 这 个 图 形 中 ,四 个 交点 组 成 的 图 与 四 个 图 心 组 成 的 
图 全 等 ,对 应 边 互 相 平 行 而 方向 相反 . . 

系 ”在 上 面 所 说 的 全 等 形 的 任 一 个 中 ,每 两 个 点 的 连 线 垂 
直 于 另外 两 个 点 的 连 线 (参见 § 260). 

系 任意 三 条 反 演 圆 的 切线 ,及 它们 所 成 三 角形 的 外 接 几 ， 
经 过 反 演 , 变 为 相等 的 俩 . 

b， 定理 ” 设 圆 心 为 0 及 0 的 两 个 贺 相 交 于 P,0,48 为 
第 一 个 圆 的 直径 , AP 与 BP 分 别 交 第 二 个 加 于 A',B', 则 A'B' 
是 第 二 个 问 的 直径 ; 4B 与 478' 的 夹 角 等 于 两 个 圆 的 夹 角 , 即 
0PO' ; 4B 与 4 有 的 交点 天 在 阅 000" 土 . 

c. 定理 ”对 两 个 互相 外 离 的 圆 作 四 条 公 切 线 , 则 外 公 切 线 


[95] 的 切 点 ,内 公司 线 的 切 点 ,内 公 切 线 与 外 公 切 线 的 交点 ,各 在 一 


个 圆 上 , 较 心 都 是 已 知 圆 的 连 心 线 的 中 点 . 


d. 定理 ”过 两 个 圆 的 一 个 交点 作 直线 ,这 直线 与 图 的 交点 
之 间 的 线段 的 长 ,与 它 和 公共 弦 所 成 的 角 的 正弦 成 正比 . 

系 ， 定 理 中 所 说 的 线段 ,在 直线 垂直 于 公共 弦 时 最 长 .如果 
两 条 直线 与 公共 蓄 成 等 角 , 那 么 相应 的 线段 相等 . 

e, 定理 ” 设 贺 的 一 条 变动 的 切线 分 别 交 两 条 固定 的 平行 
切线 4P,80 于 P,Q, 则 PO 对 圆心 张 成 直角 ,并 且 半 径 是 4P 
与 BO 的 比例 中 项 . 


这 个 定理 也 可 以 用 来 作 比 例 线 段 .进一步 有 : 

系 ”两 条 平行 切线 被 一 条 变动 的 切线 所 截 的 线段 成 反比 . 

这 种 类 型 的 类 似 定 理 不 太 常 见 . 

f， 定理 ” 设 4BC 为 等 腰 三 角形 ,DD 为 底 边 BC 的 中 点 ;在 
4C 与 48 上 分 别 取 P,Q, 使 08B: (全 等 于 BD?, 则 PQ 与 一 个 因 
定 的 轿 相 切 ,这 向 的 圆心 是 DD ,并 且 与 48 ,4C 相 切 ， 

8g， 十 面 的 定理 ,不 很 简单 ,由 于 与 几 位 著名 数学 家 有 关 , 今 
人 丫 感 兴趣 . 它 的 发 现 归功 于 费 马 (Fermat) ,最 早 的 证 明 分 属于 
欧 拉 {Euler) 与 西 摩 松 (Simson) .这 里 的 证 明 是 福地 (Fuortes) 在 
1869 年 给 出 的 外 . 

定理 ”在 线段 48B 的 一 制 ,以 48B 为 直径 作 半 贺 . 在 另 一 
全 ,以 45 为 一 边 作 长 方形 4ABDC ,高 4C 等 于 图 内 接 正 方形 的 [761 


DD Giomale di matetnatiche ,1869; 并 参加 Simon 的 书 ,88 页 .这 一 定 
理 有 是否 有 内 在 重要 性 , 似 并 不 明显 . 


边 长 ,如 -名 -如果 从 半 国 上 任 一 点 P, 作 PD ,PC ,分 别 交 4 


二 ,下 ,那么 


AE?+ BF?:= AB:. 
证 明 : 设 延 长 PA ,PB 分 别 交 CD 于 上 是 ,NN ,我 们 有 
CCN? = CD + DN + 2 CB. DN. 
但 三 角形 AMC 与 NBD 相似 ,所 以 
ME:DN = AC*BD = AC: = $AB’, 
CB!=2 AC0:=2 MC DN. 
加 上 MD?， 
MD 4 ON: = MD + DN +2 CD :DN + 2 MC*: DN 
= MD + DN + 2 MD :DN = MN?. 
但 AF, FE ,EB 与 MC ,CD ,DN 成 比例 ,因此 结论 成 立 . 
h. 定理 中 设 ABC 是 等 腰 三 角形 ,45 = AC. 以 AB 上 任意 两 
点 了 ,0 为 圆心 , 作 过 8B 的 贺 p,q; 以 AC 上 的 点 蝶 ,S 为 圆心 , 作 过 
C 的 r,s. 设 p 与 7 相交 于 针 , 了 ,gq 与 相交 于 Z ,下 ,如 果 PR 
与 0S 相交 于 7, 那么 让 ,了 ,Z ,WW 共 辐 ,圆心 为 T, 如果 PR 与 QS 
平行 ,那么 了 ,7Y,Z ,WW 共 线 ,这 条 直线 垂直 于 PR 与 05. 
这 个 定理 ,表面 上 很 复杂 ,用 只 的 关系 却 容易 证 明 . 因 为 设 
AB 在 8 的 垂 线 与 4C- 在 C 的 垂 线 相交 于 DD, 则 DB 与 DC 是 这 


[77] 四 个 贺 的 相等 的 切线 ,并且 这 四 个 圆 都 与 图 D(D8 ) 正 交 . 因 此 ， 


任意 两 对 它们 的 交点 在 一 个 与 这 个 鸭 正 交 的 加 上 ;容易 看 出 了 
是 这 样 的 圆 的 圆心 人 


D Aftolter,Math. Annalensvi,1873,p.596, 

久 ” 译 者 注 : 由 §78,X 与 7 关于 圆 D(DB) 互 为 反 演 点 .同样 ,2 与 于 
也 是 如 此 ,由 间 77, 计 ,YZ , 矶 共 圆 ,并 且 这 圈 与 阅 PCDB) 正 交 . 这 圆 与 
nr 在 同一 个 共 轴 重组 ,圆心 在 PR 上. 同 理 .圆心 也 在 985 于 . 因 如 忆 半 
并 


-一 5 a 


有 趣 的 系 与 特殊 情况 ,值得 注意 . 

05 定理 过 圆 的 一 条 弦 的 中 点 中 , 任 作 两 条 芝 48， 
CD , 则 4C 与 8D 与 1 的 交点 到 P 的 距离 相等 ,4D 与 BC 也 是 
如 此 . 

这 似乎 简单 的 定理 ,证 明 惊 人 的 困难 . 它 是 一 个 相当 一 般 的 
定理 的 特殊 情况 .这 个 定理 我 们 叙述 如 下 并 立即 了 予以 证 明 . 

定理 已 知 一 个 完全 四 角形 的 顶点 共 圆 ; 设 一 条 直线 与 … 
组 对 边 的 交点 到 圆心 的 距离 相等 , 则 它 与 每 一 组 对 边 的 交点 到 
圆心 的 距离 相等 . 


证 明 四 : 设 圆 心 为 0,4,8,C,D 在 贺 上 .又 设 48, CD， 
AC ,BD, AD, BC 分 别 交 直线 XY 于 ,EE' ,FF',CG,C'. 设 PP 
为 0 到 各 的 重 线 足 .已 知 0F = 0E' ,也 就 是 PE = PFE", 我们 要 
证 明 PF = PF ,PG = PG". 


中 ”这 是 Mackay 的 证 明 , 见 Proceedings of Edinburgh Math . Society , 
是,1884,p.38; 这 个 定理 是 A.L.Candy 的 -一 篇 卓越 的 文章 { 见 Annals of 
Math . ,1896,p.175)》 的 出 发 点 , 邹 悉 射影 几何 的 读者 ,可 以 认 出 一 个 辑 悉 的 
关子 对 合 的 定理 . 


作 平 行 于 XY 的 弦 A4' .我 们 看 到 A4'E'E 是 等 腰 梯 形 ; 岂 
[88j 相等 的 角 得 所 ,E' ,4 万 共 图 ,所 以 第 EF4F 与 所 4'E 相等 ,三 
角形 E4F 与 E'A'F' 全 等 . 
#106 定理 设 线段 4B ,4'8' 平 行 而 不 相等 , A4' 与 BB' 
相交 于 PP,AB' 与 4'B 相交 于 妨 . 设 
PA Ph’ m 


则 


让 合 比 定理 即 得 结论 . 这 个 定理 是 下 面 的 更 为 有 趣 的 一 个 定理 
的 引 理 . 


定理 在 平面 上 给 出 上 + 1 个 点 4 42，… 人，P, 分 数 严 
为 已 知 . 作 折 线 PP 2 并 且 PP = 


PAP Ps 在 P， 及 > 二， 并 且 PiP， 上 = nn 1423 PPs 在 P24 


上 ,并 且 P3P3= P243, 等 等 ， 各 次 的 比 成 调和 数列, 不论 


Al, A2,° ,AL 的 次 序 如 何 变 更 ,折线 的 终点 Pi 都 是 同一 个 点 . 
如 果 只 有 两 个 点 ,上 一 个 定理 使 结论 成 立 , 如 果 点 数 超过 两 
个 ,次 序 的 改变 可 以 通过 连续 地 交换 一 对 相 邻 的 点 来 实现 ,而 每 
一 次 交换 不 影响 最 后 的 结果 . 
[79] $107 再 举 几 个 关于 面积 的 定理 作为 本 章 的 结束 . 
定理 ”两 个 三 角形 的 顶点 ,都 在 一 个 己 知 三 角形 的 边 上 ,并 
且 到 边 的 中 点 呀 高 相等 , 则 这 两 个 三 角形 面积 相等 . 
即 , 设 Pi 与 @ 在 三 角形 414243 的 边 4343 上 ,并 且 42Pi 
-~ #6 —- 


= 0 人 ,Pi,0z,Pi,035 也 类 似 地 放 在 边 上 , 则 面积 PP2P; 与 
面积 010203 相等 . 


因为 设 42P1= Qi1Ady= m1, 
43P2= Q3A1= m2, 
AiP;3= O34A2 = m3. 


由 于 有 公共 角 的 两 个 三 角形 的 面积 与 夹 角 两 边 的 积 成 比例 ， 


面积 AyPsPs= 《22- 2m3 等 等 
三?3 开 3 
得 PiPaPa= A -APPy- AyPsP1- AsPIyPy 
=A (1- 3mm._ (0 mm _ (a mi) ma 
如 2 如 3 好 341 F102 
=4(1- {+ 二 人 + 2 + 人 201 2) 
位 1 2 你 3 站 2 是 3 你 了 水] T1272 


用 完全 同样 的 方法 求 出 01020; 的 面积 ,得 到 的 是 同样 的 式 子 . 

当 三 角形 的 三 条 边 被 分 为 同样 的 比 时 ,是 特别 有 兴趣 的 情 
况 ,后 面 将 再 次 出 现 ( $276 ,476 以 下 ). 

$108 定理 设 三 角形 PiP2P; 内 接 于 三 角形 414243， 
又 设 PiQ23 平行 于 二 3A1, 交 4443 于 0, 等 等 , 则 三 角形 
PiIPa2p3 与 910203 面积 柑 等 .特别 地 , 设 户 ,， Pa, Ps 共 线 ， 
PiQ2 等 等 作法 同 前 , 则 人 01,02,03 共 线 . 

$109 定理 设 -- 个 圆 内 接 凸 四 边 形 的 过 长 依次 为 了 .0， 


ec,d. 又 设 :为 周 长 的 一 半 , 则 四 边 形 的 面积 为 
F=v(s-a)ts- bts-c)(s -d)o. 
这 是 一 个 热 知 结果 的 推广 ;如 果 取 d = 0, 我 们 得 到 通常 的 
三 角形 面积 公式 . 


证 明 ” 设 这 四 边 形 为 ABCD ,如 图 ,48 = 4 ,等 等 ,如 果 它 是 
长 方形 ,证 明 立 即 得 出 .如 果 不 是 长 方形 , 设 BC 与 4D 相交 于 
圆 外 的 EE 点 . 记 CE 为 x ,DE 为 y ,我们 有 


盏 积 CDE = troty ey to -ryte). 
但 三 角形 4ABE 与 CDE 相似 ， 


面积 ABE a? 
面积 CDE ez 
所 以 
面积 ABCD ec?-a? 
面积 CDE ei 
叉 有 比例 式 


[#1] 


中 ”这 一 定理 及 以 下 的 定理 ,涉及 的 是 圆 内 接 简单 四 角形 的 面积 同 
题 ,本 一 两 个 外 , 均 采 自 Fuhrmann 的 书 ,75 - 78 页 .它们 的 价值 做 还 未 被 
注意 . 


一 GC 一 


相 加 解 出 x + ,得 


carb+d-e). 
-a 


x+y-ae 的 类 似 表达 式 ,等 等 ,也 都 可 以 立即 得 到 .将 它们 代入 
并 化 简 , 得 


面积 CDE = ws-els-5ifs-efs-d， 


ef2- a 
从 而 结论 成 立 . 
推广 可 以 证 明和 任 一 边 长 为 a,b,c,d, 一 对 对 和 角 的 和 为 
24 的 凸 四 边 形 ,面积 4 由 
A2=(s -a)(s -bb)(s ~ ec)(s - d)— abcdeosn 


计 +¥+4t= 
了 ce 


给 出 . 

由 于 证 明 包 含 长 而 乏味 的 三 角 化 简 ,我 们 不 在 这 里 给 出 .由 
这 个 会 式 立 即 看 出 ,四 条 边 给 定 的 四 边 形 中 ,内 接 于 圆 的 面积 最 
大 ;当然 这 一 事实 也 可 以 用 更 初等 的 方法 证 明 . 但 初等 的 课本 ， 
和 殷 视 了 证 明 这 种 加 内 接 四 边 形 存在 的 必要 性 . 我们 珊 在 提供 一 
个 证 明史, 努 存在 一 个 四 边 形 , 边 长 与 一 个 已 知 四 边 形 的 边 长 相 

问题 ” 作 一 个 圆 内 接 四 边 形 ,已 知 它 的 四 条 边 的 依次 的 长 . 


芝 . 人 参 山 elisod 证 入 


设 a,5,c,d 为 四 条 已 知 边 长 ;假定 作成 的 图 是 4BCD , 4B 
=a, BC = b ,CD = ec,DA=d. 
[82] 作 CM 使 DCM = 一 C45, 交 40 于 邮 , 则 三 角形 CDM 与 
ABC 相似 ;DM 为 a ,b,c 的 第 四 比例 项 ,可 由 已 知 条 件 作 出 ， 
于 是 , 作 图 可 这 样 进行 : 先 作 线段 4D = d, DM = 名 .对 点 
C ,我 位 可 确定 两 个 轨 近 .首先 CD 应 等 于 c ,因此 ,以 已 知 点 DD 
为 圆心 作 半 径 为 ec 的 图 .其 次 ,因为 
AC _a 
eM ce’ 
C 的 轨迹 是 一 个 可 以 作出 的 圆 ( § 全) ,由 长 而 不 困难 的 代数 计 
算 ,我 们 知道 只 要 四 条 已 知 线段 中 任 一 条 小 于 其 他 三 条 的 和 ,这 
两 个 圆 一定 相 交 ( 换 名 话说 ,只 要 四 条 已 知 线段 可 以 构成 一 个 不 
管 什 么 样子 的 四 边 形 ). 于 是 ,5 点 可 以 定 出 ,我 们 可 以 得 到 一 
个 解 ,实质 上 是 唯一 解 . 
$110 假设 四 条 线段 与 前 面相 同 ,但 顺序 不 同 .注意 这 样 
的 四 边 形 可 以 内 接 于 上 面 刚 刚 得 到 的 那个 圆 中 .因为 解 是 唯一 
的 ,我 们 有 如 下 的 定理 ; 
定理 已 知 四 条 线段 se,p,c,d, 每 一 条 小 于 其 他 三 条 的 
和 .对 三 种 可 能 的 圆周 次 序 中 中 的 任何 一 种 ,它们 都 可 以 组 成 一 
个 唯一 的 加 内 接 四 边 形 . 这 样 确定 的 三 个 四 边 形 , 一 般 说 来 ,不 
L331 是 相似 的 .但 它们 的 外 接 敬 相同 ,面积 相同 , 即 
F=vV(s-als—-b)(s -c(ts—d), 
其 中 s= 广 (a +b +e+d). 


三 个 四 边 形 中 ,任意 两 个 有 一 条 对 和 角 线 相等 . 
$11 上 节 最 后 一 旬 话 是 有 启发 的 .三 个 四 边 形 的 六 条 对 
角 线 ,两 两 相等 .用 * 表示 将 a,d 与 5,c 分 开 的 对 角 线 ;了 将 a， 


中 译 者 注 : 基 obcd ,acdb ,adbe. 
-一 10 一 


4b 与 c,d 分 开 ;g 将 a,c 与 5,d 分开 .对 这 三 条 线 , 我 们 有 一 个 
卓越 的 定理 ; 
定理 ” 设 一 个 四 边 形 内 接 于 半径 为 R 的 圆 , 它 的 三 条 对 角 
线 ( 按 照 上 面 的 意义 ) 为 e,f,g , 则 这 四 边 形 的 面积 是 
_ gs 
F = 
证 明 以 三 角形 面积 的 熟知 公式 (各 15d ) 为 基础 ; 边 为 a ,8， 
了 与 边 为 ,4 ,的 三 角形 (图 29) 面 积分 别 为 
_o8 cdf 
P=7R? Fa 4R， 
相 加 并 应 用 托 勤 密 定 理 , 即 得 


- -ks 
= 了 Re + cd) = pp 


系 碰巧 获得 用 边 表 示 对 角 线 长 的 公式 ;: 
_ Cac + bd) (ad + be) 
/= +od ,等 等 


因 了 _€ _ 
因为 FPF=iR(W+od)=IR( + bd)= R(t+ be), {84] 
所 以 


fatbd 了 ad+be 


gabted’ abted’ eg=ab+ed. 
将 三 式 相 乘 ,立即 得 出 结论 . 由 这 些 关于 。,f,g 的 表达 式 , 反 过 
来 ,利用 109, 可 以 得 出 一 个 用 边 表示 R 的 公式 
练习 ”对 本 章 中 证 明 完全 略 去 或 部 分 略 去 的 命题 , 即 $85， 
86,87,93,94,36( 包 括 系 ),97,98,99,101( 了 包括 系 ),102,103， 
104,108, 给 出 完整 的 证 明 . [ss] 


[86] 


112 在 第 3 章 , 我 们 已 经 学 习 了 圆 的 几何 学 的 基本 性 
质 ,特别 如 强 了 共和 轴 贺 与 反 演 变换 的 性 质 . 在 本 章 , 我 们 将 更 进 
一 步 .在 方法 库 中 将 增加 一 些 工 具 , 儿 乎 与 前 几 章 一 样 重要 .但 
这 些 方法 在 后 面 并 不 广泛 使 用 ,所 以 读者 可 以 完全 略 去 第 5 ,第 
6 章 ,立即 进 到 第 7 章 的 三 角形 的 几何 ,而 无 严重 困 容 .但 我 们 
强烈 推荐 读 一 读 以 下 部 分 :$113 ~ 117,126 ~ 133. 第 6 章 继 续 
学 习 圆 ,但 并 非 学 习 以 后 各 章 的 预备 知识 . 

本 章 的 第 一 部 分 以 开 世 (Casey) 关 于 共 轴 贺 的 一 个 重要 定 
理 为 基础 ;由 这 个 中 心 定理 ,引出 一 些 有 趣 的 推广 ,其 次 ,在 反 演 
的 理论 中 ,我 们 发 展 " 逆 相似 六 "的 性 质 ( 关 于 这 个 贺 , 两 个 已 知 
加 互 为 反 形 ), 我 们 简单 地 讨论 极点 与 极 线 , 这 是 与 反 演 密切 相 
关 的 课题 ,最 后 ,讨论 球面 射影 ,这 是 一 种 特殊 形式 的 空间 反 
演 . 

§113 下 面 的 定理 ,属于 开 世 ,是 通 向 许多 定理 与 发 展 的 
入 口 . 

定理 一 个 点 关于 两 个 不 同心 的 阅 的 竹 的 差 ,等 于 圆心 距 
与 这 点 到 两 圆 根 轴 的 距离 的 积 的 两 倍 ( § 45,98). 

证 明 与 根 轴 定 理 的 证 明 (84S$) 非 常 类 似 . 设 已 知 圆 为 
CT ,Colr2) PP 为 已 知 点 ,PQ 与 PP' 分 别 为 P 到 根 轴 0 与 
连 心 线 C1CzLP' 的 垂 线 , 则 

千 的 差 = PCT- rf- PC2+r3 


=PC-(CICz+ 关 CI 一 rm 于 
=2 CIC PC — CiC2- ri+ 六 


=2 C102 POLI+2 CIC2* CL ($45) 
=2 C1C2° PO. 
系 关于 两 个 圆 的 竹 的 差 为 定 值 的 点 的 轨迹 ,是 与 它们 的 
根 轴 平 行 的 直线 . 
系 ，” 设 一 点 在 一 个 加 上 移动 , 则 它 关 于 第 二 个 圆 的 需 与 它 到 
这 两 个 图 的 根 轴 的 虐 离 成 正比 (比例 系数 等 于 圆心 距 的 两 入). 
这 是 上 面 定理 的 特例 ,点 关于 其 中 一 个 圆 的 寡 为 等 . 
$114 定理 设 一 点 在 共 轴 圆 组 的 一 个 图 上 移动 , 则 这 点 
关于 这 组 中 另 两 个 圆 的 需 的 比 是 一 个 定 值 , 即 这 点 所 在 圆 的 圆 [87] 
心 到 另 两 个 圆 圆心 的 虐 离 的 比 ， 
设 这 三 个 圆 为 ce ,cj,ez;P 为 < 上 任意 一 点 ,P 到 根 轴 的 垂 
线 为 PD ,P 关于 图 c 的 需 为 己 (c) , 则 
Pte)=0,pP(eD)=2P0.CCiPfca)=2PO.CC:. 
因此 立即 得 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 


$115 定理 反 过 来 ,一 个 点 到 两 个 定 夯 的 医 的 比 为 一 个 
定 值 , 则 它 的 轨迹 是 与 这 两 个 圆 共 轴 的 一 个 圆 . 

因为 设 P 为 满足 条 件 的 任 一 点 ,与 已 知 两 贺 共 轴 并 且 过 PP 
的 圆 圆心 为 艺 , 则 

P(e)=2C1X'PO, P(ey)=2 CN:PO, 
所 以 
P(e) CF 
Ple2s} CR 

由 已 知 ,左边 是 定 值 ;因此 区 是 CiCz 上 一 个 定点 ,P 永远 在 这 
共 轴 加 组 的 同一 个 圆 上 . 

作为 特殊 情况 ,我们 已 经 知道 如 果 一 个 点 在 共 轴 圆 组 中 的 一 个 
回 上 移动 ,那么 它 到 这 共 轴 圆 组 的 两 个 极限 点 的 距离 的 比 为 定 值 , 

定理 ”两 个 圆 的 相似 圆 与 这 两 个 圆 共 轴 ( 和 参看 $37,59). 

#116 上 面 所 说 的 开 世 定理 不 适用 于 同心 图 ,关于 同心 圆 ,可 
以 用 下 面 的 定理 来 代替 ,由 它 可 建立 相当 于 和 114,115 的 定理 ， 

定理 ”一 个 点 关于 两 个 同心 圆 的 震 的 差 ,等 于 两 辆 半径 的 
平方 差 ,因而 处 处 为 定 值 ， 

定理 ”一 个 点 到 两 个 同心 圆 的 霖 的 出 为 定 值 , 则 它 的 轨迹 
是 一 个 与 已 知 贺 同 心 的 医 , 即 与 它们 共 轴 的 图 ， 

下 面 介绍 这 批 定理 的 一 些 应 用 . 

#17 定理 设 AP,B0O,CR 是 从 4,B,C 向 加 KK 所 引 的 
切线 , 则 当 且 仅 当 

AB: CR + AC'BO 4# BC:AP =0 

时 ,过 A,B8,C 的 加 与 相 切 . 

我 们 看 到 它 与 托 勒 密 定 理 的 形式 相同 ; 当 KK 是 零 回 时 ,这 
个 定理 就 化 为 托 勒 密 定 理 , 在 下 一 章 ,我 们 将 进一步 推广 到 与 四 
个 贺 的 公 切 线 或 公 切 图 有关 的 问题 ($172)， 

证 明 : 设 过 4,B,C 三 点 的 图 为 ] .首先 假设 它 与 让 相 蕊 
于 点 工 , 我 们 可 以 将 工 当 作 点 国 , 三 个 国 ,天 ,上 是 一 个 第 下 类 


图 31 


共 轴 圆 组 的 成 员 . 因此 ,由 $113 第 2 个 系 , 当 点 在 了 上 移动 时 , [89] 
它 关 于 天 与 过 的 者 的 比 为 定 值 : 
AP=e:AL, BO=e'BL, CR=e:TL. 
但 4,8B8,C,L 共 因 , 设 B 与 上 为 相对 的 顶点 ,由 托 勒 密 定 
理 ， 
BL*AC= AL:BC+ CL'AB. 
两 边 乘 以 c 并 将 上 面 的 式 子 代入 ,得 
BO:AC = AP:BC + CR:AB, 
即 所 要 证 的 等 式 . 
反 过 来 , 设 上 述 等 式 成 立 ,我 们 证 明山 J ,KK 相 切 . 
满足 


A AP 
CX CR 


的 点 蕊 的 罗 迹 是 一 个 圆 (条 合 ); 这 个 圆 与 加 48C 相交 ,在 AC 
的 两 侧 各 有 一 个 交点 . 设 履 为 与 8 异 侧 的 交点 , 则 


由 托 勒 密 定 理 ， 


BM:AC = AM*: BC + CM*AB. 


代入 ， BM ,4C =14PBCt+ECR AD 
将 它 与 已 知 中 的 等 式 比较 ,可知 
BMN=1:B0. 


所 以 B 也 在 同一 个 贺 4CM 上 . 即 过 4,8,C 的 陪 与 K 及 零 轩 好 
共 轴 .但 好 在 圆 4BC 上 ,所 以 这 共 轴 圆 组 是 第 亚 类 的 ,组 中 的 


[90] 圆 都 在 点 训 相 切 . 


§$ 118 定理 设 直 线 交 一 个 加 于 P ,0 , 交 另 一 个 加 于 RR， 
5; 第 一 个 圆 在 P,Q 的 切线 与 第 二 个 圆 在 只 ,3S 的 切线 相交 于 
四 个 点 , 则 这 四 点 共 圆 ,这 个 图 与 已 知 回 共 轴 . 
因为 设 PP 点 处 的 切线 与 R 点 处 的 切线 相交 于 4 , 则 4 到 两 
圆 的 切线 的 比 基 
-sin 4APO 


AR sin 4RS 

因为 同一 个 贺 的 两 得 切线 与 制 线 PS 成 相等 的 第 ,所 以 对 于 四 个 交 
点 ,上 述 的 比 为 定 值 .由 $115, 这 四 个 贺 在 与 已 知 图 共 轴 的 加 上 . 

当 直 线 通 过 两 个 加 的 一 个 位 似 中 心 时 ,出 现 两 个 交点 在 无 
穷 远 , 男 湖 个 在 根 轴 上 的 特殊 情况 . 

定理 ”三 个 图 共 轴 , 从 其 中 一 个 税 上 任意 一 点 作 其 他 两 个 
加 的 切线 各 一 条 , 则 过 两 个 切 点 的 直线 截 两 个 国 所 得 的 藤 的 比 
是 一 个 定 值 .特别 地 ,如果 一 条 直线 截 两 个 圈 所 得 的 汞 相等 , 那 
么 在 每 条 弦 的 一 个 端点 处 ,所 作 的 切线 相交 在 两 个 加 的 相似 图 
上 . 反 过 来 也 成 立 . 

$119 豆 赛 列 (Poncelet) 关 于 加 内 接 、 外 切 多 边 形 的 定理 ， 
是 前 面 筹 的 定理 的 有 趣 应 用 . 

引 理 ” 设 一 个 完全 四 角形 的 顶点 共 贺 .如果 一 条 直线 与 两 
答对 边 成 等 角 , 那 么 它 与 每 一 对 对 边 成 等 角 . 

设 4,8,C,D 在 一 个 圆 上 ,直线 XY 交 圆 于 ,了 ;分 别 交 


[91] 48 ,CD 于 P,Q, 并 且 交 成 等 角 , 则 


第 $ 


TAB, XY = XY, CD. 
但 
TBD,AB = XCD, AC, 
相 加 ， 
ABD, XY = TXY,AC, 
即 所 要 证 明 的 结论 . 
引 理 ” 设 一 条 直线 与 一 个 圆 内 接 四 边 形 的 对 边 戌 等 角 , 则 
过 它 与 每 一 对 对 边 的 两 个 交点 可 以 作 一 个 圆 与 这 两 条 边 相 切 ; 
并 且 这 样 的 三 个 圆 与 已 知 圆 共 轴 . 


~ 


‘A 
dE 


图 32 

因为 一 对 对 边 与 这 条 直线 成 等 角 , 所 以 可 以 作 一 个 圆 在 交 
点 处 与 这 两 条 边 相 切 .考虑 两 个 这 样 作出 的 圆 ; 如 $ 118 ,它们 在 
共 线 点 上 的 四 条 切线 的 交点 , 即 4,B,C ,了 ,在 一 个 圆 上 ,这 岗 
与 所 考虑 的 两 个 圆 共 轴 . 因此 ,四 个 贺 共 轴 . 

$120 定理 设 一 个 四 边 形 内 接 于 一个 固定 的 圆 ,并 且 两 
条 对 边 移动 时 ,永远 与 荔 一 个 国定 的 圆 保 持 相 切 , 则 任 一 组 对 
边 ,在 每 个 位 置 ,都 与 两 个 已 知 圆 的 共 轴 画 相 切 . 

121 设 一 个 三 角形 的 顶点 ,在 共 轴 圆 组 的 一 个 定 园 上 连 
续 地 移动 ,两 条 边 分 别 与 这 组 圆 中 另 两 个 固定 的 加 连续 地 相 切 ， 


[92] 则 第 三 条 过 与 这 组 图 中 一 个 固定 的 圆 相 切 呈 . 


设 414z43 与 B182B， 为 图 c 的 内 接 三 角形 的 两 个 位 置 ， 
A142;B1B2 与 加 cy 相 切 ,4443,51583 与 贺 cz 相 切 .希望 证 明 
2A3,B2B3 与 同一 个 共 轴 圆 组 的 另 一 个 圆 ci 相 切 . 

考虑 四 边 形 A1814282; 因为 一 组 相对 的 连 线 与 同一 个 令 
相 切 ,所 以 另 一 对 连 线 418B1 与 4,8B; 也 是 这 样 .同样 418,， 
43 召 3 与 这 组 图 的 一 个 贺 相 切 , 在 一 个 共 轴 病 组 中 ,一 般 地 ,有 两 
个 加 与 一 条 已 知 直线 ,如 A1B1, 相 切 ; 我 们 必须 确定 与 4181， 
42 呈 2 相 切 的 图 ' ,是 否 就 是 与 41B1,43B3 相 切 的 圆 c*, 根据 
连续 原理 ,我 们 可 以 证 明 它 们 是 同一 个 .因为 设 81828; 连续 地 
变动 成 A14243; 则 c' 与 e* 两 个 加 连续 地 变动 成 已 知 圆 c, 而 
A1Bl 与 42B2 分 别 变 成 = 在 41 与 4; 的 切线 ,e 在 41 的 切线 当 
然 还 与 这 共 轴 圆 组 中 另 一 个 圆 c 相 切 ,e 与 ce 在 根 轴 的 两 侧 . 当 
号 移 到 41 的 位 署 时 , 共 轴 圆 中 两 个 与 4181 相 切 的 阅 , 一 个 变 
到 极限 位 置 e , 另 一 个 变 为 ce- 但 :与 or 都 变 为 ec ,而 不 变 为 ,所 
以 这 两 个 圆 一 直 是 同一 个 贺 . 

因此 ,在 这 组 圆 中 有 一 个 加 与 4,8;, 4;83 相 切 .根据 上 面 
所 用 的 同样 理由 ,有 一 个 图 Ct 与 Asd;, BB 相 切 . 但 4243 是 
一 条 固定 直线 , 当 8,8B3 连续 变动 时 , B28; 仅 能 与 一 个 固定 的 
圆 相 切 . 这 就 完成 了 证 明 . 

st22 定理 设 一 个 多 边 形 的 顶点 在 一 个 固定 的 较 上 移 
动 , 除 一 边 外 ,每 一 条 边 与 一 个 固定 的 图 相 切 ,这些 圆 及 第 一 个 
贺 属 同一 个 共 轴 圆 组 ,出 剩 下 的 一 条 边 也 与 这 共 轴 贺 组 的 一 个 
国定 的 圆 相 切 ,并 且 每 一 条 对 角 线 也 各 与 这 辆 组 中 一 个 固定 的 


中 ”通常 叙述 这 个 定理 时 ,没有 连续 性 的 要 求 ,这 是 不 对 的 .如 果 设 
三 角形 内 接 于 一 个 贺 ,前 商 条 边 分 别 与 另 两 个 图 相 切 , 则 第 三 条 边 与 两 个 
不 同 的 圆 中 的 一 个 相 切 ,或 与 另 一 个 相 切 . 


eT 


第 5 章 : 轩 的 正体 浊 


圆 相 切 印 . [93] 

这 是 上 -个 定理 的 直接 结果 .因为 已 知 从 一 个 顶点 引出 的 
两 条 线 与 这 圆 组 中 的 加 相 切 ,所 以 连结 它们 另 一 端点 的 线 也 与 
一 个 圆 相 切 . 

特别 地 ,多 边 形 的 边 可 能 全 与 同一 个 圆 根 场 .于 是 有 如 下 的 
定理 : 

定理 ” 设 两 个 圆 有 如 下 关系 ;一 个 多 边 形 既 是 一 个 图 的 内 
接 多 边 形 ,又 是 另 一 个 圆 的 外 切 多 边 形 , 则 可 以 作出 无 数 多 个 这 
样 的 多 边 形 , 并 且 这 可 以 变动 的 多 边 形 的 每 一 条 对 角 线 各 与 一 
个 男 定 的 圆 相 切 . 

8 123 关于 一 个 三 角形 内 接 于 一 个 图 ,又 外 切 于 另 一 个 贺 
的 问题 ,将 按 正 常 次 序 在 $297 中 讨论 .现在 我 们 简单 地 考虑 一 
下 这 样 作成 的 四 边 形 . 

定 吾 ” 设 一 个 丙 的 一 条 动 艾 对 -- 个 固定 点 于 张 成 直角 , 则 
弦 的 中 点 与 前 到 弦 的 垂 线 的 足 都 画 出 一 个 同样 的 贺 , 弦 两 端 所 
作 切 线 的 交点 也 画册 一 个 国 , 这 了 两 个 图 和 与 已 知 圆 共 轴 ,了 以 六 为 


因为 设 48 为 动 弦 ,0 为 它 的 中 点 ,HH 为 垂 足 ,已 知 圆 在 4， 
8 的 切线 相交 于 P, 则 
ON = 04 = BO, 
OM*= - 04:08B. 
0 关于 已 知 圆 与 零 圆 并 的 宕 的 比 为 定 值 - 1, 因此 0 在 与 这 两 
个 圆 共 轴 的 一 个 圆 上 移动 .又 由 相似 三 角形 ， 
HM:= - 列 . 丙 ， 
所 议 HH 恒 在 同一 个 贺 上 .最 后 ,0 与 P 关于 已 知 圆 互 为 反 演 点 , [和 4] 
所 以 疡 的 轨迹 是 这 圆 组 中 的 另 一 个 加 ， 
人 1224 定理 设 一 个 四 边 形 外 切 于 一 个 圆 , 则 当 且 仅 当 连结 


中 ” 详 者 注 :也 应 加 上 连续 的 条 件 , 参 见 上 节 注 . 


对 边 上 的 切 点 的 直线 互相 垂直 ,这 个 四 边 形 的 项 点 在 男 一 个 车 上 . 

因为 设 四 边 形 A142A344 的 边 与 圆 c 相 切 于 Bi1, B32, B3， 
如 4; 如果 B81B3 与 BaB4 在 上 时 点 互相 重 直 ,那么 东 B18,, 8B2B3， 
如 3B4a, BaB1 都 在 形 张 成 直角 ,由 上 一 个 定理 ,A1, 4A,A;3,A4 在 
一 个 园 上 .有 反 过 来 ,如 果 四 个 顶点 共 图 ,由 相等 的 弛 容 易 证 明 
B18; 与 B;84 互 加 简直 . 

系 ” 设 两 个 加 的 位 置 有 这 样 的 关系 :有 一 个 四 边 形 内 接 于 
其 中 一 个 贺 并 旦 外 切 于 另 一 个 , 则 这 样 的 四 边 形 有 无 穷 多 个 ;第 
一 个 图 上 任意 一 点 都 可 以 取 作 一 个 顶点 ， 

因为 在 这 种 情况 下 ,不 论点 4; 的 位 置 如 何 , 如 果 作 出 切线 
41B1,4184; 那 么 B184 在 用 点 张 成 直角 . 

$125 定理 设 两 个 圆 ,允许 一 个 四边形 内 接 于 第 一 个 圆 
并 且 外 切 于 第 二 个 圆 .r,p 分 别 为 它们 的 半径 ,d 为 圆心 距 , 则 

1 1 1 
(ra (rtd po 

因为 设 连 心 线 交 第 一 个 圆 于 41, 43; 四 边 形 41424344 的 
边 切 第 二 个 圆 于 Bl, B,, B;, Ba4 中 ， 则 BiBa, BB, 均 与 连 心 线 
OC 垂直 . 设 它 们 与 连 心 线 的 交点 为 万, 歼 , 则 因为 414243 是 直 


[5] 角 ,所 以 B10 垂直 于 B20 ,三 角形 0D8 与 B80 全 等 . 


但 0D: + BBY -= p’, 
所 以 

OP? + OF:= op. 
因为 


中 ” 译 者 注 : 上 面 所 说 的 好 点 是 共 轴 贺 组 的 概 限 点 , 国 而 必 在 连 心 
线 上 . 当 4 在 连 心 线 上 时 ,上 面 系 中 所 说 的 以 4 为 一 个 顶点 的 四 边 形 必 
以 连 心 线 与 第 一 个 圆 的 另 一 个 交点 4; 为 与 4 相对 的 顶点 . 


北 简 后 即 得 所 需要 的 等 式 ， 
逆 相 似 务 


81426 定 必 ”如果 两 个 圆 关 于 一 个 图 吾 为 反 形 ,那么 这 个 
区 称 为 这 两 个 圆 的 逆 相 似 圆 . 

我 们 已 经 证 明 对 两 个 互 为 反 形 的 圆 , 反 演 中 心 是 它们 的 一 个 
位 似 中 心 ,这 两 个 圆 关于 反 滨 的 对 应 点 是 道 对 应 点 .因此 ,两 个 已 
知 辆 至 多 有 两 个 逆 相 似 圆 ,在 所 有 情况 ,这 些 道 相似 圆 与 已 知 图 
共 辅 .为 了 使 两 个 圆 的 一 个 位 似 中 心 成 为 一 个 道 相似 图 的 中 心 ， 
充分 必要 条 件 是 它 到 每 一 对 逆 对 应 点 的 虐 离 的 积 ( 定 值 ) 为 正 数 ; 
这 个 数 是 反 演 半 径 的 平方 .考虑 所 有 情况 ,得 到 如 下 结果 . 

$127 定理 两 个 相交 的 圆 有 两 个 首相 似 圆 ,通过 它们 的 
交点 ,互相 正 交 ,圆心 即 两 个 已 知 圆 的 位 似 中 心 .两 个 不 相交 或 
相 切 的 圆 仅 有 一 个 道 相似 加 ,与 已 知 圆 共 轴 ,圆心 为 外 位 似 中 心 
或 内 位 似 中 心 ,根据 已 知 圆 外 离 ,和 外 切 或 内 会 .内 切 而 定 ， 

8128 如 果 利用 反 演 将 已 知 圆 变 为 间 心 圆 或 直线 ,通过 这 
较为 简单 的 图 形 可 以 异 出 网 刚 得 到 的 结果 . {96] 

定理 ”两 个 同心 圆 仅 有 一 个 首 相似 圆 , 它 与 已 知 圆 同 心 , 半 
和 位 为 已 知 加 半径 的 比例 中 项 ,两 条 相交 直线 有 两 个 逆 相 似 辐 , 即 
它们 的 角 平 分 线 , 这 两 个 圆 互 相 正 交 . 

$129 定理 任意 两 个 圆 可 以 通过 反 演变 为 相等 的 圆 ， 

只 需 将 反 演 中 心 放 在 任 一 个 逆 相 似 圆 上 ;后 者 反 演 成 一 条 
直线 ,两 个 圆 的 反 形 关于 这 条 直线 互 为 反 形 , 即 它们 相等 并 且 关 
于 这 条 直线 对 称 . 

定理 ”对 已 知 的 三 个 圆 ,至 多 有 从 个 点 ,以 它们 中 的 任 一 个 
为 反 这 中 心 ,可 以 将 这 些 圆 变 成 等 圆 . 但 这 样 的 点 可 能 不 存在 外 . 


中 ”对 这 一 定理 的 不 正确 的 叙述 经 常 出 现 ;参看 Lachlan, 223 页 ,及 
Casey ,90 页 ,而 McClelland ,246 页 所 发 表 的 陈述 是 正确 的 . 


如 果 以 已 知 贺 中 任意 两 对 的 逆 相 似 男 的 一 个 交点 为 反 演 中 
,那么 三 个 刀 知 圆 乔 恋 成 等 图. 第 三 对 的 首相 似 图 显 然 也 通过 
这 样 的 点 .在 最 有 利 的 情况 ,所 有 的 圆 都 相交 ,有 三 对 道 相似 圆 ， 
其 中 任 两 对 将 有 八 信 交点 ; 另 一 方面 ,可 能 发 生 每 两 个 首相 似 同 
不 相交 的 情况 . 例如 ,如 果 一 个 已 知 贺 非 常 大 ,而 另 两 个 相对 地 
甚 小 ,并 且 每 两 个 圆 的 虑 离 很 大 ,就 会 出 现 这 种 情况 ， 

这 查 定 的 结果 是 一 太 妨 事 ,因为 如 果 在 所 有 情况 ,都 能 将 三 
全 已 知 辆 变 为 等 贺 , 那 就 非常 方便 了 .在 已 知 图 共 点 时 ,这 样 的 
变换 总 是 可 能 的 . 

L971 系 ” 对 二 三 个 已 知 图 ,至 几 有 八 个 反 演 中 心 ,可 将 它们 挛 为 
半径 任意 选 定 的 贺 . 但 这 样 的 点 可 能 根本 没有 . 

$130 定理 一 般 地 ,存在 一 个 反 演 ,使 三 个 已 知 点 的 反 
演 点 组 成 的 三 角形 ,与 一 个 已 知 的 三 角形 相似 ， 

设 三 角形 4BC 与 POR 为 已 知 , 希 望 用 一 个 反 演 ,将 4 ,8， 
C 变 为 4 ,8B',C' ,使 得 三 角形 8B'C' 与 POR 相似 .由 $75, 反 
演 中 心 0 由 方程 

A08 = ACB + PRO, 
BOC = BAC + OPR 
确定 , 它 是 一 个 过 4 , 吾 的 图 与 -- 个 过 B,C 的 圆 的 交点 (但 请 参 
见 §75 的 注 ). 
系 ”任意 两 个 三 角形 可 以 这 样 放置 :它们 的 对 应 项 点 关于 
一 个 圆 下 为 反 演 . 

8$131 定理 不 共 锅 的 四 个 点 可 反 演 成 一 个 三 角形 的 顶 
点 和 垂 心中 . 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 首先 考虑 通过 一 点 4 的 三 个 图 


中 ”关于 这 个 定理 及 下 面 的 定理 , 戎 见 作 者 在 American Mathematical 
Monthly ,4X ,1923,p.250 发 表 的 文章 “On the Cireles of Antisimilitude of the 
Circles determined by Four Given Points”. 


ABC ,4BD , ACD 的 逆 相 似 圆 .如果 我 们 将 这 三 个 欧 反 演 为 直线 
吾 'C ,BD',C'D' ,那么 逆 相 似 圆 变 成 三 角形 B'C'D' 的 角 的 平 
分 线 . 这 六 条 角 平 分 线 相交 于 四 点 ,所 以 在 原来 的 图 中 ,六 个 北 
相似 图 相交 于 四 点 .现在 取 其 中 一 点 为 反 注 中 心 , 则 寺 这 一 点 的 
三 个 道 相似 贺 变 成 直线 . 国 此 图 4BC ,4BD ,ACD 变 成 等 回 . 于 
是 ,好 $104 所 示 , 这 些 等 加 的 交点 4",B", C",D" 有 这 样 的 性 [ 嗓 ] 
质 ; 任 意 -- 个 晨 其 他 三 个 所 成 三 角形 的 重心 . 

132 定理 任意 四 点 可 反 演 成 一 个 平行 四 边 形 的 项 点， 

设 这 四 点 不 共 圆 . 同 前 ,我们 考虑 过 其 中 每 三 点 的 圆 ,以 及 
这 四 个 圈 的 首相 似 贺 .除去 上 耐 已 经 确定 过 的 、. 道 相似 余 的 四 个 
交点 外 ,ABC ,ADC 的 道 相似 圆 与 48D ,CBD 的 道 相似 贺 交 在 其 
他 四 个 点 (考虑 经 过 反 演 后 所 得 的 简单 图 形 ,就 可 证 明 这 些 交 点 
确实 存在 ) .如果 取 一 个 这 样 的 点 为 反 演 中 心 ,所 得 的 区 两 两 相 
等 ,它们 的 奖 点 是 平行 呵 边 形 的 顶点 . 

定理 任意 四 个 共 贺 的 点 ,可 以 反 演 成 长 方形 的 项 点 . 

设 4,C 在 图 上 将 号 ,六 分 天 .与 这 已 知 医 正 交 的 贺 ,一 个 过 
4 CC, 另 一 个 过 B,D, 它们 相交 于 古 ,Y 两 点 .以 三 为 反 演 中 
心 , 则 贺 ACX 与 BCX 变 成 相交 于 Y' 的 直线 ,已 知 圆 变 成 与 它们 
正 交 秀 圆 , 困 此 辆 心 为 Y .于 是 ,4'C' 与 B'D' 是 它 的 直接 , 即 
4'BC'D' 是 长 方形 . 

$133 前面 的 一 些 定理 ,以 及 同类 型 的 其 他 定理 ,与 下 面 
的 一 般 定 理 密切 相关 ， 

定理 ” 设 两 个 n 边 形 内 接 于 同一 个 圆 ,对 应 顶点 的 连 线 均 
交 于 C 点 , 则 以 5 为 反 演 中 心 , 每 一 个 多 边 形 的 反 形 与 另 一 个 
多边 形 位 似 . 

因为 如 引 91 的 证 明 , 互 为 反 演 的 点 是 已 知 图 与 它 的 反 形 的 [9] 
道 对 应 点 .因此 ,本 定理 中 的 点 是 对 应 点 ,以 5 为 位 似 中 心 . 

本 定理 有 很 多 明显 的 应 用 .一 个 己 知 三 角形 ,在 反 演 中 心 指 
定 后 , 它 的 反 形 (三 角形 ) 的 形状 立即 确定 ,在 $132 第 二 个 定理 


[100] 


加 


的 证 明 中 ,如 果 于 或 了 中 的 任 一 个 与 四 个 已 知 点 相连 ,那么 连 
线 与 图 再 相交 于 一 个 长 方形 的 四 个 顶点 .作为 另 一 个 应 用 ,我 们 
考虑 调和 四 边 形 ， 

定义 ”如 果 一 个 四 边 形 的 顶点 基 一 个 正方 形 的 顶点 的 反 
演 , 那 么 它 称 为 调和 和 四边形. 

定理 一 个 圆 内 接 四 边 形 是 调和 四 边 形 , 当 且 仅 当 它 的 对 
边 的 积 相等 . 

到 为 这 是 正方 形 的 性 质 ,其 他 的 长 方形 没有 .由 $68c, 这 个 
性 质 经 过 反 演 保持 不 变 ， 

定理 ”过 任意 一 点 与 正方 形 的 顶点 作 直 线 , 交 正方 形 的 外 
接 圆 于 一 个 调和 四 边 形 的 顶点 ， 


极点 与 极 线 


#134 极点 与 极 线 的 理论 通常 属于 射影 几何 的 范围 ,用 初 
等 方法 很 难 适当 地 处 理 . 但 由 于 它 与 反 演 有 密切 的 关系 ,我 们 作 
一 些 简 单 的 讨论 ， 

定义 ” 设 颜 个 点 关于 一 个 国 互 为 反 演 , 则 过 第 二 个 点 并 且 
与 这 两 点 连 线 垂直 的 直线 , 称 为 第 一 个 点 关于 这 个 圆 的 极 线 , 这 
点 称 为 这 条 线 的 极 ， 

S135 下 面 的 性 质 是 定义 的 直接 推论 ， 

定 瑾 ” 除 反 演 中 心 外 ,每 一 点 有 一 条 确定 的 极 线 .每 条 不 过 
反 演 中 心 的 直线 有 一 个 极点 . 反 演 贺 上 的 点 , 极 线 是 过 这 点 的 切 
线 .切线 的 极点 就 是 急 点 ,其 他 情况 , 极 线 都 不 过 它 的 极点 .如果 
点 在 圆 外 ,那么 它 的 极 线 是 过 它 所 引 的 两 条 切线 的 切 点 的 直线 . 
两 条 直线 之 间 的 角 ,等 于 它们 的 极点 在 反 演 中 心 所 张 的 角 . 

为 完整 起 见 , 反 演 中 心 的 极 线 定义 为 无 穷 远 线 ; 反 演 圆 的 任 
一 条 直径 的 极点 ,是 与 这 直径 垂直 的 方向 上 的 无 穷 远 点 . 

$136 定理 设 一 点 在 男 一 点 的 极 线 上 , 则 第 二 个 点 也 在 
第 一 个 点 的 极 线 上 . 
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因为 设 @ 在 P 的 极 线 上 ; 记 这 些 点 的 反 演 点 为 0' ,P', 反 
注 中 心 浆 0 , 则 P 的 极 线 惟 直 了 于 0PP"' ,相交 于 Pr ,OP'Q 是 直 
角 三 龟 形 ,但 三 角形 0P'Q 与 00'P 相似 ,所 以 PP 在 过 8' 并 且 
与 00' 垂 直 的 直线 上 ,这 条 直线 就 是 0 的 极 线 . 

因此 ,如 果 几 个 点 共 钱 ,那么 它们 的 极 线 共 点 ;如 果 几 条 直 
线 共 点 ,那么 它们 的 极点 共 线 .连结 两 个 点 的 直线 的 极 是 这 两 点 
的 极 线 的 交点 . 

3137 定理 设 由 一 定点 向 一 圆 作 割 线 , 在 割 线 与 圆 由 交 
外 作 切 线 , 则 切线 的 交点 在 已 知 点 的 极 线 上 . 

即 设 过 定点 4 作 直 线 交 图 于 P,0, 则 在 P,Q 处 的 切线 的 交 
点 了 在 4 的 极 线 上 .因为 了 的 极 线 是 直线 PO,PO 过 4, 所 以 了 
在 4 的 极 线 上 . 

练习 ”叙述 并 证 明道 定理 . [101] 

$138 定义 ”两 个 点 ,每 一 个 在 另 一 个 的 极 线 上 , 称 为 关 
于 这 个 圆 的 共 胃 点 ,两 条 直线 ,每 一 条 过 另 一 条 的 极点 , 称 为 共 
斩 直 线 . 

定理 ” 设 过 两 共 罗 点 的 直线 交 圆 于 两 点 , 则 每 一 对 点 将 另 
一 对 点 外 分 与 内 分 成 同样 的 比 ; 即 这 四 点 成 调和 点 列 ( 和 87). 反 
过 来 ,任意 两 个 将 圆 的 一 条 割 线 凋 和 分 割 的 点 基 关 于 这 个 贺 的 
共 生 点 中 ， 

设 0 为 圆心 ,P,Q 为 共 斩 点 , PQ 交 贺 于 X,Y 了 ,加 XYO 交 
OP 于 RR, 则 三 角形 OXP 与 ORX 相似 ,因此 ,RR 是 P 的 反 演 点 ， 
RQ 是 它 的 极 线 , 角 PRO 是 直角 .在 三 角形 XYR 中 ,RP 平分 外 
角 员 ;因此 它 的 垂 线 RO 平分 内 角 .但 我 们 知道 三 角形 一 角 的 平 
分 线 分 对 边 为 相 邻 两 边 的 比 ,因此 P 与 9 外 分 .内 分 XY 成 相 
同 的 比 , 这 就 是 要 证 明 的 . 


中 ”这 是 一 个 射影 几何 的 定理 .大 多 数 证 明 利 用 射影 原理 .上 面 的 简 
单 证 明 取 自 Lachlan 的 书 (152 页 ). 


村 ”过 一 定点 作 变 动 的 割 线 交 加 于 两 点 , 则 这 个 定点 关于 
这 两 个 交点 的 调和 共 轿 点 的 轨迹 是 这 个 定点 的 极 线 . 
[102] $139 ”定理 设 由 一 个 定点 向 贺 作 两 条 割 线 ,连结 它们 与 
圆 的 交点 , 则 对 边 的 交点 在 这 定点 的 极 线 上 . 


加 


图 34 


由 4 作 割 线 4P0O ,485. 设 PS 交 OQR 于 Y,PR 交 0S 于 Z. 
希望 证 明 Y ,2 在 4 的 极 组 上 . 
用 第 8 章 ( 和 参见 和 22S) 理 论 可 以 作 一 个 简单 的 证 明 .下 面 的 


证 明 直接 应 用 884, 虽然 看 起 来 有 点 吓人 ， 
设 YZ 交 4PO 于 查 , 交 ARS 于 六 .只 需 证 明 
MP AP NR _ AR 


MG A0’' NS AS 
由 $84 得 
WP 7Psin 一 HZP Yo 2Z0sin 一 Yz0 


HHO ZOsin/ MZ20 ” YR ZURainAYZR ， 
2P _ SPsin” QsP YR - SRsins” PSR 
ZR SRsin/0OSR ’ Y0 SOsin PSO 


结合 以 上 各 式 得 


MP SPsin PSR 


MO SOsin/ OSR 
类 似 地 ,直接 应 用 $84 得 
AP _ SPsin PSR 
40 SOsin 一 0OSR “ 
因此 立即 得 出 关于 型 的 所 需 结果 . 同样 方法 可 以 立即 应 用 于 
NN. 因 此 MN 是 4 点 的 极 线 . 
系 一 点 关于 一 个 圆 的 极 线 ,利用 这 个 圆 的 内 接 完全 四 角 
形 ,可 以 公用 直 尺 作出 ， 
$1 和 40 问题 由 加 外 一 点 作 圆 的 切线 ， 
用 上 面 的 方法 画 出 极 线 .由 已 短 点 到 极 线 与 圆 的 交点 的 直 
线 就 是 所 求 的 切线 . 这 个 作 图 仅 用 直 尺 ,在 实践 中 经 常 使 用 . 
$141 定理 设 两 个 点 关于 一 个 已 知 贺 共 因 , 则 以 这 两 点 
为 直径 两 端的 贺 与 已 知 圆 正 交 , 反 过 来 , 设 两 个 贺 正 交 , 则 一 个 
圆 的 任 一 条 直径 的 两 个 端点 关于 另 一 个 圆 共 斩 . 
系 a. 设 忆 为 一 个 已 知 圆 上 的 一 个 定点 , PO 为 直径 .过 
P 作 与 已 知 圆 正 交 的 圆 , 则 P 关于 所 有 这 些 正 交 阅 的 极 线 过 一 
个 定点 , 即 @. 
b. 两 个 共 声 点 之 间 的 距离 ,等 于 它们 的 中 点 到 圆 的 切线 的 
两 倍 . 


[103] 


c, 一 个 固定 点 关于 一 个 共 轴 圆 组 中 各 个 圆 的 极 线 , 通 过 另 

一 个 固定 的 点 .以 这 两 个 定点 为 直径 两 端的 圆 与 这 共 轴 圆 组 中 
[1041 的 俩 正 交 . 

d， 两 个 共 索 点 的 距离 的 平方 ,等 于 它们 关于 闭 的 客 的 和 . 

$142 薄 尔 孟 (Salimon) 定 理 ”同心 到 任意 两 点 的 虐 离 ,与 
每 一 点 到 另 一 点 极 线 的 距离 成 比例 . 

设 0 为 圆心 ,4 ,B 为 任意 点 ,4 ,8' 为 它们 的 反 演 点 ,AP， 
BQ 为 极 线 8'P ,4'Q 的 垂 线 . 如果 分 别 向 08 , 04 作 垂 线 A41， 
B81, 那 么 由 相似 三 角形 ， 


04 04 
B OB 
又 ,因为 4,8,4',8B' 共 图， 
0 
B OA' 


即 所 签证 的 结论 .由 这 个 定理 又 可 导出 不 少 有 趣 的 结果 . 

$143 定义 ”如 果 一 个 三 角形 的 顶点 都 是 另 一 个 三 角形 
的 边 的 极点 ,那么 这 两 个 三 角形 称 为 (关于 一 个 圆 ) 共 郑 的 .显然 
共 思 关系 是 可 道 的 .如 果 一 个 三 角形 的 每 一 个 顶点 都 是 对 边 的 
极点 ,那么 它 称 为 {关于 一 个 圆 的 ) 自 共 堪 三 角形 . 

定理 ”一 个 关于 圆 的 自 共 斩 三 角形 可 以 这 样 作出 : 任 取 一 
个 顶点 ,在 它 的 极 线 上 任 取 第 二 个 顶点 ,前 两 个 顶点 的 极 线 的 交 

[185] 点 就 是 第 三 个 顶点 . 

定理 ” 设 一 个 完全 四 角形 内 接 于 圆 , 则 它 的 三 个 对 角 线 点 ， 
即 对 边 的 交点 ,是 自 共 堪 三 角形 的 顶点 . 

定理 ” 自 共 二 三 角形 的 高 通过 图 心 . 

这 由 定 尽 立即 得 出 . 


球面 射影 


5144 称 为 球面 射影 的 变换 是 一 个 平面 上 的 点 与 一 个 球 
面 上 的 点 的 简单 关系 , 它 将 这 个 平面 上 的 任 一 图 形变 到 球面 上 . 
由 于 这 个 变换 与 反 演 的 直接 关系 ,图 形 的 很 多 性 质变 换 后 仍然 
保持 ,我 们 将 介绍 它 的 基本 原理 的 梗概 . 

定义 已 知 一 个 球 及 一 个 与 它 相 切 的 平面 , 取 切 点 的 对 径 
点 为 射影 中 心 ; 如 果 球 面 上 一 点 与 平面 上 一 点 的 连 线 通过 射影 
中 心 ,那么 这 两 点 就 称 为 球面 射影 的 对 应 点 . 

球面 与 平面 的 切 点 作为 南极 5 ,射影 中 心 作 为 北极 N, 记 球 
心 为 口 ,直径 为 a. 

$145 定理 ” 除 北 极 外 ,球面 上 每 个 点 在 平面 上 有 一 个 对 
应 点 ;平面 上 每 个 有 限 点 对 应 于 球面 上 一 个 点 .平面 上 ,过 3 的 
直线 对 应 于 经 线 ; 以 5 为 圆心 的 圆 对 应 于 纬 线 .特别 地 , 球 的 赤 
道 在 平面 上 的 对 应 图 形 是 半径 为 a 的 圆 . 

如 果 给 有 限 平面 添加 一 个 无 窍 远 点 , 像 名 64 所 说 的 那样 ， 
那么 这 个 点 对 应 于 N ,上 述 对 应 关系 就 没有 例外 了 ， 

将 球面 射影 作为 球 在 平面 上 的 实际 地 图 ,有 限 的 区 域 都 得 
到 满意 的 表示 .事实 上 ,在 绘制 地 图 时 ,球面 射影 是 最 常用 的 
方法 . 

和 146 定理 设 P,P' 分 别 为 球面 与 平面 上 的 对 应 点 , 
表示 角 PNS , 则 
NP=a COSU , WP = SEC ， SP=a sinu, SPp' =a tanu. 

系 设 PP,0 关于 球 的 赤道 对 称 , 则 它们 在 平面 上 的 射影 
P' ,0' 关 于 加 SC(a) 互 为 反 演 .这 图 是 赤道 的 对 应 图 形 . 

因为 人 PNS 与 人 QNS 互 余 ， 

SP =a tan/PNS, S50 =a tan ONS, 
所 以 SP'- 50" = a’. 
这 个 定理 维 反 演 提供 了 一 个 非常 有 趣 的 解释 . 为 了 施行 反 
-一 有 -一 


演 ,我 们 先 将 图 形 球面 射影 到 球 上 ,然后 关于 赤道 平面 反射 (对 
[107] 称 ) 使 上 下 半球 互 换 ,最 后 再 用 球面 射影 各 到 平面 上 ， 

系 ， 任 意 两 个 对 应 点 P,P' 与 N 共 线 ,并 且 NP* NP’ = a2. 

$147 定理 球面 射影 就 是 关于 球 心 为 入 ,直径 为 a 的 
球 的 空间 反 演 . 

我 们 可 以 紧密 地 仿照 平 画 上 的 对 应 理论 ,定义 并 讨论 关于 
一 个 球 的 反 演 ,如果 两 个 点 P,P' 与 0 共 线 ,并 且 OP .DOP' = 
a2, 那 么 它们 是 关于 球 0(a) 的 反 演 点 . 球 的 反 形 是 球 , 在 球 通 
过 反 演 中 心 的 特殊 情况 , 反 形 是 平面 .与 反 演 球 正 交 的 球 ,经 过 
有 反 演 不 变 . 读 者 可 以 详细 地 推导 这 些 类 似 的 结果 ,从 中 发 现 乐 
趣 . 

球面 射影 显然 正 是 这 种 类 型 的 变换 ,因为 WP,NP' = a?. 已 
知 平 面 点 对 点 地 变 为 已 知 球面 .由 此 可 以 推出 一 个 图 形 射 影 到 
球面 上 时 , 它 的 基本 的 不 变性 质 ， _ 

$148 定理 平面 上 的 一 条 直线 变 成 通过 射影 中 心 的 一 
全 圆 ; 反 过 来 也 成 立 . 

因为 在 两 种 情况 中 ,射影 直线 全 在 一 个 过 六 的 平面 内 . 

定理 平面 上 的 一 个 圆 ,经 球面 射影 变 为 球面 上 的 图; 反 过 
来 也 成 立 . 

设 平面 上 已 知 一 个 通常 的 贺 , 定 出 这 圆 上 和 任 -…- 吉 P 的 球面 
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LS 加 的 泡 食 计 


射影 忆 ,考虑 过 这 个 圆 与 点 P' 的 球 0, 因 为 0 通过 两 个 关于 球 
N(a) 互 为 反 演 的 点 ,所 以 它 与 球 ta) 正 交 ,于 是 已 知 图 变 为 
球 Q 上 的 一 条 曲线 , 它 也 在 球 NN(a) 上 .但 两 个 球 的 交 线 是 一 [1081 
个 圆 .反之 ,这 个 证 明 也 可 以 立即 反 过 来 . 

§$149 定理 平面 上 两 条 直线 的 夹 角 等 于 它们 的 球面 射 
影 的 夹 角 . 

因为 平面 上 的 直线 48 ,AC 变 成 图 NA'B' ,NA'C' .这 两 个 
圆 在 点 的 切线 分 别 与 48 ,AC 平行 ;并 且 这 两 个 圆 在 六 与 4 
交 成 相等 的 角 . 所 以 在 4 的 角 等 于 已 知 角 4 . 

于 是 ,我们 看 到 球面 射影 将 一 个 平面 图 形变 为 球面 上 的 图 
形 , 反 过 来 也 成 立 ; 角 的 大 小 保持 不 变 , 贺 仍 变 为 加 ,这 与 平面 上 
的 反 演 一 样 ,在 这 个 平面 上 的 某 个 反 演 可 以 用 这 球 关 于 赤道 的 
简单 反射 来 表示 .球面 射影 本 身 就 是 关于 另 一 个 球 的 空间 及 演 ， 
将 这 个 平面 变 为 这 个 球 . 

练习 给 出 本 章 中 下 列 命题 的 完整 证 明 ; § 116,118,120， 
122,127,128,133,135,136,137,140,141,143,145,146,147. [109] 


§150 本 章 中 我 们 应 用 前 夯 所 发 展 的 一 般 理论 ,研究 相 切 
的 圆 的 问题 .对 两 个 较 , 有 无 穷 冤 个 圆 与 它们 相 切 ,本章 的 第 一 
部 分 研究 这 些 轿 组 ,以 及 许多 与 它们 相 联 系 的 有 趣 图 形 , 然 后 考 
谍 阿 波 罗 尼 问题 ( 作 一 个 圆 与 三 个 已 知 圆 相 切 ) 的 各 个 方面 .这 
个 著名 问题 有 有 了 眼 多 个 解 , 个 数 不 超 过 和 八 .下 一 个 问题 是 与 四 个 
夯 相 切 的 问题 ;如 果 四 个 已 知 圆 都 与 一 个 贺 相 切 ,它们 必须 满足 
一 个 特殊 条 件 . 这 个 条 件 的 本 质 是 开 世 发 现 的 ,我 们 将 仔细 研 
究 . 本 章 最 后 简略 地 考虑 交 成 定 角 与 交 成 等 角 的 圆 . 

#14SL 定 久 ”如 果 两 个 圆 相 切 ,并 且 在 过 切 点 的 公 切 线 的 
两 便 ,那么 这 两 个 圆 称 为 外 切 ; 在 同人 制 , 则 称 为 肉 切 . 

设 一 个 圆 与 另外 两 个 圆 相 切 .我 们 将 它 分 为 两 种 情况 :一 种 
切 法 相 网 , 即 同 为 外 切 或 同 为 内 切 ; 另 一 种 与 一 个 圆 内 切 ,与 另 
一 个 区 外 切 . 

$152 定理 如 果 圆 心 臣 等 于 两 贺 半 径 的 和 ,那么 两 个 圆 

[1101 外 切 .如 果 等 于 半径 的 差 , 那 么 两 个 加 内 切 . 

§153 定理 两 个 相 切 的 癌 经 过 反 演 后 , 切 法 不 变 , 除 非 
反 演 中 心 在 一 个 圆 内 并 且 在 另 -- 个 国外 . 

$154 定理 如 果 一 个 圆 与 两 个 图 有 相同 的 切 法 ,那么 切 


中 嫩 前 所 述 , 这 一 章 不 是 贞 下 各 章 的 预备 知识 ,可 以 格 去 不 读 , 不 
影响 后 耐 的 学 习 . 


点 与 两 个 圆 的 外 位 似 心 共 线 ; 如 果 切 法 不 同 , 与 内 位 似 心 共 线 ， 
在 任 一 种 情况 ,这 个 圆 与 另 两 个 圆 的 相应 的 公 切 线 相交 在 两 个 
区 的 根 轴 上 . 

这 不 过 是 $6le 的 复述 . 

S$31S5 现在 详细 研究 与 两 个 已 知 圆 相 切 的 圆 组 .根据 已 知 
咒 相 交 或 不 相交 , 几 种 情况 在 细节 上 显然 不 同 ,在 每 一 种 情况 ， 
我 们 利用 反 演 将 图 形 简 化 . 

首先 ,我 们 设 两 个 定 贺 不 相交 ,利用 反 演 将 它们 变 为 同心 
圆 .于 是 我 们 发 现 两 组 与 它们 相 切 的 贺 , 任 一 组 中 的 所 有 盎 都 相 
等 .一 组 融 在 这 两 个 同心 圆 之 间 , 与 它们 的 切 法 不 同 . 另 一 组 的 
区 包含 较 小 的 已 知 圆 , 与 两 个 已 知 圆 都 内 切 .第 一 组 的 贺 都 与 一 
个 已 知 圆 的 同心 圆 正 交 ,并 且 在 这 个 长 上 的 每 一 点 ,组 中 有 两 个 
圆 在 这 里 筱 此 相交 .第 二 组 圆 没有 公共 的 正 交 贺 ,但 都 与 某 个 定 
鲁 相 交 在 这 个 定 贺 直 径 的 两 端 (§ 物 ). 第 二 组 中 的 每 一 个 罚 实 
际 上 与 这 组 中 所 有 央 玩 相交 .我 们 分 别称 这 两 组 圈 为 怖 切 国 组 
与 横 切 加 组 .下 刚刚 摘 绘 的 性 质 , 我 们 可 以 利用 反 演 导出 原来 的 
圆 的 相 切 圆 的 性 质 . 

定理 ”与 两 个 不 相交 的 图 都 相 切 的 图 ,组 成 两 组 , 即 硕 切 阅 
组 与 横 切 圆 组 .对 两 个 已 知 加 之 间 的 平面 区 域 中 任 一 个 选 定 的 
点 ,每 一 组 中 各 有 一 个 圆通 过 它 . 顺 切 个 组 中 没有 一 个 图 将 两 个 
己 知 圆 分 开 ,而 横 切 圆 组 中 每 个 圆 将 已 知 圆 分 开 . 如 果 已 知 圆 外 [111] 
离 , 顺 切 圆 组 由 切 法 相同 的 圆 组 成 , 横 切 圆 组 机 切 法 不 同 的 圆 组 
成 .如 果 已 知 圆 内 含 ,结论 正好 相反 . 对 闫 切 圆 组 ,有 一 个 公共 的 
正 交 圆 ; 横 切 加 组 没有 . 

§156 如 果 已 知 圆 相 交 , 利 用 反 演 可 将 它们 变 为 相交 直 
线 .于 是 相 切 的 圆 由 两 组 组 成 ,它们 的 圆心 在 这 两 条 直线 组 成 的 
角 的 平分 线 上 . 这 两 组 圆 无 法 区 分 ,但 反 演 中 心 在 其 中 一 个 角 
内 ,并 且 在 这 个 角 中 有 两 个 所 说 的 圆通 过 它 . 

竹 是 在 原来 的 图 形 中 : 


定理 ”与 两 个 相交 的 圆 相 切 的 圆 ,组 成 两 组 .一 组 称 为 外 切 
组 ,由 所 有 切 法 相同 的 圆 组 成 ,包括 两 个 圆 的 公 切 线 . 另 一 组 称 
为 内 切 组 ,由 所 有 与 已 知 圆 切 法 不 同 的 圆 组 成 ,每 一 组 圆 有 一 个 
公共 的 正 交 贺 , 它 与 已 知 圆 共 轴 . 组 中 的 圆 沿 着 这 公共 的 正 交 加 
彼此 相 切 ， 

根据 类 位 的 理由 ,我 们 看 到 与 两 个 彼此 相 切 的 已 知 镜 相 切 
的 贺 ,分 为 两 组 , 即 与 它们 共 轴 的 圆 与 另 一 组 具有 上 面 定理 所 述 
性 质 的 圆 . 

$157 不 时 地 参照 变换 后 的 图 形 获得 灵感 ,我 们 可 以 得 出 
关于 相 切 圆 组 的 下 列 结论 ; 

定理 在 每 一 种 情况 ,与 两 个 已 知 贺 相 切 的 圆 分 为 两 组 ， 
根据 它们 与 已 知 贺 的 切 法 相同 或 不 同 来 分 组 ， 任 一 组 中 的 圆 被 
此 相 切 的 切 点 在 已 知 区 的 道 相似 圆 上 .如果 一 个 已 知 圆 的 共 轴 
圆 与 一 组 相 切 的 圆 相交 ， 那 么 交角 都 相等 ， 任 一 个 与 两 个 已 知 
辐 正 交 的 贺 ， 与 它们 相交 于 四 点 .这 四 点 是 四 个 相 切 的 圆 与 已 
知 圆 的 切 点 ， 这 四 个 贺 所 成 的 链 中 ， 两 组 的 贺 交 错 地 出 现 { 参 
见 &61d)， 同 一 组 中 任意 两 个 圆 的 切 点 共 圆 . 使 两 个 已 知 圆 互 
相交 换 的 反 演 ， 或 者 不 改变 一 个 相 切 圆 组 的 每 一 个 圆 ， 或 者 将 
这 些 圆 两 两 交换 ， 两 个 己 知 圆 的 首相 似 圆 与 一 个 相 切 回 组 中 的 
所 有 圆 正 交 . 

如 果 不 细 心 区 别 两 个 相 切 圆 组 ,可 能 产生 困难 .例如 : 

定理 ”如 果 两 个 贺 与 男 两 个 圆 相 切 ,并 且 属 于 同一 组 ,那么 
每 一 对 圆 的 根 轴 通 过 另 一 对 圆 的 对 应 的 位 似 中 心 沾 . 

证 明 甚 易 . 


二 


中” 开 世 在 所 着 的 Sequel to Euclid{ 有 李 伍 的 中 译本 《近世 几何 学 初 
编 $ ,商务 印 书馆 1952 年 了 5 月 出 版 )85 页 中 上 略 去 条 忻 “ 属 于 同一 组 ”, 因 而 
他 的 定理 不 成 立 . 
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第 6 阐 要 放 的 和 


斯 坦 纳 (Steinerj 链 


$1s8 斯 坦 纳 的 贺 链 是 一 组 略 ,个 数 为 有 限 ,每 一 个 与 两 
个 国定 的 圆 棚 切 ,并 且 与 组 中 另 两 个 圆 相 切 . 

已 知 两 个 不 相交 的 加 ,如果 从 它们 的 怖 切合 组 的 任 -- 个 加 
开始 ， 轩 同一 组 第 二 个 图 与 第 -个 圆 相 切 ， 第 三 个 与 第 二 个 模 
切 。 等 等 ， 可 能 但 并 非 必然 ,最终 第 ” 个 图 与 第 一 个 殴 相 切 . 
如 果 出 现 这 种 情况 ， 那 么 这 些 圆 被 称 为 构成 一 个 斯 坦 纳 链 . 

$ 159 定理 斯坦 纳 链 经 过 反 演变 换 后 ， 仍 为 斯 坦 纳 链 . 
特别 地 ， 任 一 斯 坦 纳 链 可 以 变 成 与 两 个 同心 圆 相 切 的 圆 链 . 

因此 ,我 们 可 以 从 已 知 圆 为 同心 加 的 简单 图 形 的 性 质 ,导出 
斯 坦 纳 链 的 全 部 性 质 . 

在 以 下 三 节 中 , 标 有 a 的 定理 讨论 简化 了 的 图 形 , 标 有 hb 的 [113] 
讨论 一 般 图 形 . | 

设 0 为 公共 圆心 ,r,r 为 两 个 回 心 辆 的 半径 ,在 它们 之 间 


存在 一 个 斯 坦 纳 链 ; 令 Ci, C3,r1, 7 为 经 过 反 演 变 成 它们 的 两 
个 圆 的 圆心 和 半径 . 

§160 a. 定理 任意 一 批 如 斯 坦 纳 链 这 样 的 ,与 已 知 图 
相 切 的 加 ,可 以 绕 0 转 过 任意 角 . 

b. 定理 ”如 果 两 个 加 之 间 有 一 个 斯 坦 纳 链 , 那 么 就 有 无 穷 
多 个 , 任 一 个 顺 切 贺 都 是 一 个 链 的 成 员 ， 

$ 161 a， 定 理 斯坦 纳 链 中 任意 两 个 相 邻 圆 的 内 翁 线 
通过 0 ,并 且 这 些 切 线 彼此 的 夹 角 相等 . 

b. 定理 ”在 一 般 的 图 中 , 设 下,L 为 由 已 知 圆 确定 的 共 轴 
圆 组 的 极限 点 ( 换 句 话说 ,其 中 一 点 是 反 演 中 心 , 另 一 点 是 0 的 
反 演 点 ), 则 可 以 作 一 个 国 过 天 , 工 ,与 已 知 圆 正 交 , 并 且 与 斯 坦 
纳 链 中 任意 两 个 相 邻 的 圆 在 它们 的 切 点 处 相 切 .在 扩 或 三 这 些 


{114] 所 作 的 圆 中 每 相 邻 两 个 交 成 的 角 都 相等 . 


$162 a， 定理 ”如果 两 个 同心 圆 的 顺 切 加 组 的 每 一 个 加 
在 0 所 张 的 角 与 360" 的 比 为 有 理 数 , 即 刀 707"” = 党 .360 ,那么 
有 一 个 斯 坦 纳 链 ,由 n 个 圆 组 成 , 绕 贺 心 0 恰好 m 图 . 

b、 定理 ”两 个 不 同心 的 圆 有 一 个 斯 坦 纳 链 的 判别 法 是 : 
每 个 与 它们 相 切 的 圆 ， 在 K 或 上 张 成 的 角 (定义 为 $161b 中 
所 说 的 相 邻 的 正 交 圆 的 交角 ) 与 360 的 比 为 有 理 数 ， 同 a， 如 
果 这 个 角 是 于 :360*， 那 么 斯 坦 纳 链 由 n 个 贺 组 成 ， 并 覆盖 
mn 次 ， 

$163 a. 定理 任 一 顺 切 加 在 0 点 所 张 的 角 , 等 于 圆心 
与 0 共 线 的 两 个 术 切 圆 的 交角 . 

因为 师 声 国 与 横 切合 的 半径 分 别 为 坝 (r ~ r) 与 卫 (r+ 


”) ,它们 的 图 心 到 0 的 距离 分 别 为 地 (+ +") 与 本 (+ - “). 显 
然 有 两 个 全 等 的 三 角形 . 

b. 定理 ， 8 362b 中 的 角 可 以 用 卫 个 已 知 则 的 模 切 加 组 中 
-— 5 -一 


两 个 圈 的 交角 来 代替 ,这 两 个 图 与 已 知 蔷 的 切 点 在 一 个 与 已 知 


贺 正 交 的 贺 上 (参见 157)， 

#164 我 们 氢 述 而 不 证 明 下 面 的 斯 坦 纳 定理 ， 

定理 中 ”如 果 一 个 斯 坦 纳 链 中 , 圆 的 个 数 为 偶数 ,那么 其 中 
任意 两 个 相对 的 圆 与 已 知 图 的 切 点 ,在 已 知 圆 的 正 交 贺 上 .这 一 
对 圆 本 身 又 可 作为 另 一 个 斯 坦 纳 链 的 基 圆 名, 两 个 已 知 圆 是 这 
个 链 的 成 员 ; 如 果 这 两 个 链 的 特征 数 ( 162) 为 由, 交 与 mn， 
那么 


鞋匠 的 刀 


$165 定义 设 太 ,8,C 为 共 线 的 三 点 ,以 AB, BC ,CA 
为 直径 并 在 直线 同 俩 的 半圆 所 围 成 的 图 形 , 称 为 鞋匠 的 刀 . 

这 个 图 形 有 一 些 很 有 有趣 的 性 质 , 像 隔 基 米 禾 ( Archimedes) 
这 样 的 人 物 都 曾 仔细 研究 过 钨 .我 们 仅 将 主要 结果 总 结 如 下 ,证 
明 的 绝 大 部 分 留 给 读者 . 


吕 证 明 及 参考 文献 见 Coolidge ,Geometry of the Cirele,31 - 34 页 

加 译 者 注 : 即 链 中 的 图 都 与 这 两 个 基 圆 相 切 , 

母 ” 现 代 最 完全 的 研究 首 推 Mackey , 见 Proceedings Edinburgh Math. 
Society, 轩 ,1884,p.2; 其 他 参考 文献 见 Simon 的 书 ,77 页 . 
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[115] 


设 C 在 4,8 之 间 , 过 CC 并且 垂直 于 48 的 直线 交大 圆 于 
8, 在 AC ,BC 上 的 加 的 外 公 切 线 分 别 切 这 两 个 国手 T, 玉 , 交 
C6 于 S$.i 记 AC, BC,AB 为 2ri,.2ra,2r. 
a， 缠 4AGB = 半 ATC + 强 CWB. 
b. C= TW?= dri'r2; CC 与 7W 在 $ 互相 平分 ,因此 5 
是 过 C,G,T,W 的 圆 的 圆心 . 
cc. 鞋匠 的 六 的 面积 等 于 以 CG ,TW 为 直径 的 圆 的 面积 . 
[116] dd， 直线 G4 ,CB 分 别 过 ,WW. 
ese， 如 果 在 曲 边 三 角形 4CG ,BCG 中 各 作 一 个 内 切 圆 ,那么 
这 两 个 回 相 等 ,直径 都 是 
AC'BC _2rir2 
AB r “ 
设 第 一 个 贺 分 别 急 CG , 弛 AC , 弧 4B 于 LL, 肝 ,NN ,而 0 上 为 
一 条 直径 , 则 因为 M,N 是 位 似 中 心 ,4L 与 C9 相交 于 ,AQ 
与 BL 相交 于 NN. 延长 AN 交 CE6 于 了 , 则 三 角形 ABY 的 高 相交 
于 LL; BY 与 QC 都 垂直 于 4 上 ,所 以 互相 平行 ,于 是 
OL QF CB 
i A AB 


由 此 即 得 结果 . 

f. c 中 第 一 个 圆 与 以 AC 为 直径 的 圆 ,在 六 的 公 切 线 过 8B 
点 (因为 4,N,4,C 共 圆 ). 

名 经 过 长 的 计算 可 以 证 明 ; 与 e 中 的 两 个 贺 内 切 的 最 小 
的 圆 等 于 以 CC 为 直径 的 圆 ， 因 此 它 的 面积 与 圭 匠 的 刀 相 等 . 

h， 帕 普 斯 {Pappus) 定 理 在 鞋匠 的 刀 中 ,我 们 考虑 圆 链 
cc2 .每 一 个 都 与 AB, AC 为 直径 的 圆 相 切 ; cj 与 以 BC 为 
直径 的 圆 相 切 ,ea 与 cl 相 切 ,等 等 .如 果 m 表示 co 的 半径 ,请 
表示 ce 的 中 心 到 直线 4C8 的 距离 ,那么 

th = nr 
证明 可用 以 4 为 中 心 的 反 演 .图 链 恋 为 与 两 条 半 行 线 相 切 


阿波 罗 尼 问题 


$ 166 下 一 个 问题 是 玫 何 中 的 著名 问题 ,与 阿波 罗 尼 的 名 
字 连 在 一 起 , 即 : [ip] 


作 和 与 三 个 已 知 图 相 女 的 图 . 


可 以 假定 三 个 已 知 圆 不 共 辖 (对 于 三 个 共 轴 的 圆 ,除非 这 共 
轴 圆 组 由 相 切 的 圆 组 成 ,否则 无 解 ). 所 求 的 图 与 每 个 已 知 圆 可 
能 外 切 ,也 可 能 内 切 , 因 此 我 们 预期 在 一 般 情 况 , 有 八 个 圆满 足 
问题 的 条 件 . 考 虚 各 种 可 能 性 ,我 们 看 到 有 时 确 有 八 个 解 ,有 时 
没有 解 . 

首先 ,用 与 阿波 罗 尼 所 用 的 方法 相 类 所 的 方法 来 分 析 这 个 
问题 ,但 使 用 近代 的 术语 .然后 再 考虑 较 简单 的 近代 方法 . 

$167 首先 注意 如 果 两 个 圆 内 切 , 它 们 的 半径 都 增加 或 碱 
少 相 同 的 量 ,那么 所 得 的 图 仍 然 内 切 .类 似 地 ,如 果 两 个 外 切 的 
加 ,~ 个 半径 增加 的 量 是 另 一 个 减少 的 量 ,那么 新 的 两 个 圆 外 
切 . 因 此 ,如 果 一 个 圆 的 半径 政变 了 ,同时 所 有 与 它 相 切 的 圆 的 
半径 相应 地 增加 或 碱 少 , 所 得 的 圆 仍 然 相 切 . 

定理 ”阿波 罗 尼 问题 等 价 于 如 下 间 题 ， 作 一 个 圆通 过 一 个 
已 知 点 并 且 与 两 个 已 知 圆 相 切 . 

因为 设 需要 作 一 个 圆 以 指定 的 切 法 与 三 个 已 知 圆 相 切 ;为 
确定 起 见 ,例如 它 与 所 有 三 个 圆 都 外 切 . 如 果 这 样 的 贺 存 在 ,将 
它 的 半径 增加 ,加 上 最 小 的 已 知 圆 的 半径 ,而 三 个 已 知 圆 的 半径 
同时 减 去 这 相同 的 量 , 那么 所 需求 的 圆通 过 一 个 点 并 与 两 个 记 
知 的 辅助 圆 相 切 . 

168 定理 ”一 个 与 两 个 已 知 较 以 指定 的 切 法 相 切 、 并 过 [118] 
一 个 已 知 点 的 圆 ,必定 通过 另 一 个 定点 ,因此 , 作 这 样 一 个 圆 的 
问题 等 价 于 作 … 个 加 通过 黄 个 已 知 点 开 昌 与 一 个 略 定 赔 相 急 . 


90 


Cd 


纯 为 设 所 求 的 圆 与 已 知 画 相 切 于 $,7;4 为 已 知 点 ,我 们 
知道 (和 61e,154) 直 线 ST 通过 已 知 圆 的 一 个 位 似 中 心 C; 如 果 
CA 再 交 所 求 圆 于 4' ,那么 

人 04 = SC 
因此 4 是 一 定点 ,很 容易 由 上 式 确 定 . 如 果 上 面 的 积 是 正 的 ,那么 
已 知 贺 有 一 逆 相 似 图 ,圆心 次 C ,4' 是 4 关于 这 个 略 的 反 演 点 . 

169 问题 作 一 个 图 通过 两 个 已 知 点 ,并 且 与 一 个 已 知 
区 相 切 (参见 $ 56) 

设 4,4" 为 已 知 点 ,ce 为 已 知 圆 . 任 画 一 个 过 4,A' 的 辐 , 奖 
c 于 P,Q0. 设 PO 交 A4' 干 0, 则 0 关于 这 个 图 的 帘 是 D4 :04". 
从 口 作 * 的 切线 , 切 点 也 就 是 所 求 圆 与 的 切 点 .于 是 问题 化 
为 过 三 个 已 知 点 作 贺 . 

$170 上 面 的 解法 产生 两 个 图, 因此 得 到 原 问 题 的 两 个 
解 ,这 两 个 解 由 于 它 科 对 三 个 已 刀 立 的 切 法 均 不 相同 ,所 以 配 成 
一 对 .由 $1467 中 的 四 种 不 同 的 可 能 ,我 们 将 两 个 较 大 的 圆 的 半 
径 同 时 加 上 ,或 周 时 减 去 ,或 一 个 加 上 一 个 减 去 最 小 圆 的 半径 ， 
从 而 获得 四 对 解 . 

[1191 $171 关于 这 个 问题 及 有 关 问 题 的 近代 工作 的 广泛 文献 ， 
可 以 阅读 西蒙 (Simon) 的 著作 的 文献 索引 名 . 在 众 密 的 解法 中 ， 
最 著名 .最 简洁 的 是 下 面 的 解法 ,属于 钩 尔 刚 (Gergonne). 这 个 
解法 与 上 面 的 较 初等 的 解法 类 似 ,得 到 的 圆 成 对 ,同一 对 的 加 与 
已 知 圆 的 切 法 不 同 . 

作法 ” 定 出 已 知 立 的 六 个 位 似 中 心 ; 每 三 个 在 一 条 直线 上 ， 
共有 四 条 直线 . 定 出 其 中 任 一 条 直线 关于 三 个 已 知 图 的 极点 ;将 
这 些 极点 与 三 个 圆 的 根 心 连接 起 来 .如 果 这 些 直 线 与 相应 的 图 
相交 ,这 三 对 交点 就 是 两 个 所 求 贺 的 切 点 . 

设 已 知 圆 为 c1, ec2,e3, 贺 心 为 D4,023,03. 考虑 一 对 所 求 的 
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圆 , 比 如 说 每 一 个 与 去 个 已 知 加 的 切 法 都 相同 , 记 这 两 个 圆 为 
ce, 切 点 分 别 为 Pi, Py, Py,01,03,03. 已 知 圆 的 外 位 似 心 分 
唱 为 年, 下, 3. 首先 ， 回忆 一 下 ,PoP 与 0203 过 Xi; Pa, Ps 
与 02;03 蚌 一 对 逆 对 应 点 ; [120] 
KP2: RIP3= X10O2: KIO. 

由 此 得 在 c 与 < 的 根 轴 上 ;同样 ,X; 与 3 也 是 如 此 .因此 这 
三 个 位 似 中心 共 级 . 

其 次 ,我 们 注意 已 知 圆 c, 与 c,e 的 切 法 不 同 , 所 以 连接 切 
点 的 直线 PIG 通过 e 与 < 的 内 位 似 中 心 ， 

但 这 一 点 也 是 三 个 已 知 苛 的 根 心 ,因为 一 个 关于 它们 的 公 
共 正 交 贺 的 反 莹 (或 在 必要 时 , 反 演 后 再 接着 作 一 个 180p 的 旋 
转 ) 保 持 三 个 已 知 图 在 原 地 不 动 ,而 加 < 与 < 互 换 . 于 基 P01， 
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PQ2, P33 通过 根 心 R. 

最 后 ,cei 在 Pp, 与 [| 的 切线 相交 于 根 轴 天 1 天 2 二 3 冯 辑 Po 
的 极点 在 竺 .X23 上 .由 此 得 六 /X23 关于 el 的 极点 在 直线 
PW, 上. 

于 是 得 出 作法 : 为 确定 P1801, 我 们 首先 确定 直线 
六 2X3 ,及 它 关 于 ei 的 极点 ;还 有 根 心 R. 从 RR 到 这 极点 的 站 
线 与 el 相交 于 Pi, 81. 

根据 类 似 的 推理 ,我 们 发 现 每 一 个 外 位 似 中 心 与 两 个 内 位 
似 中 心 共 线 ; 这 样 确定 的 三 条 直线 的 极点 与 同一 个 根 心 R 相 
连 ,可 以 求 出 另外 三 对 所 求 的 圆 的 切 点 .如 果 一 组 从 R 引出 的 
线 不 与 相应 的 圆 相 交 ,对 应 的 解 就 不 存在 . 


， 开 世 定 理 


$172 定理 四 个 圆 cezyeayc4 与 一 个 圆 或 一 条 直线 

相 切 , 当 且 仅 当 
tlast 413142 +t tatn = 人 0, 
[1211 其 中 ti 是 19C2 的 公 切 线 ,等 等 ， 

这 一 著名 定理 ,在 这 里 不 太 精 确 地 表述 ,是 开 世 首先 给 出 
的 中 ,但 并 不 完整 ;因为 他 仅 建 立 了 在 四 个 圆 与 一 个 圆 相 切 时 ， 
上 述 等 式 成 立 . 谤 定理 ,在 应 用 上 更 为 重要 ,常常 在 各 种 限制 之 
下 被 证 明 包 .我 们 注意 到 这 个 定理 可 以 被 看 作 是 由 托 勒 密 定理 
惨淡 经 营 而 得 到 的 {参见 $92,117)， 

$173 在 证 明 开 世 定 理 之 前 ,我 们 先 建 立 下面 的 引 理 ， 

定理 ”两 个 圆 的 外 公 切 线 的 长 的 平方 , 除 以 两 个 圆 半径 的 积 ， 
在 这 些 圆 受到 反 演 变换 时 不 变 , 只 要 反 演 中 心 在 这 两 个 圆 内 或 在 


中 郊 Sequel to Euclid 一 书 ,102 页 . 
外 例如, 可见 Lachlan 的 书 ,244 - 25S1 页 .这 里 所 采取 的 证 法 , 照 
Lachlan 的 说 法 ,属于 及.F. Baker; 对 这 一 证 法 ,我 们 稍 作 了 改进 . 
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第 6 当 , 相 切 茶 国 
这 两 个 圆 外 .对 内 公 切 线 ,同样 的 结论 成 立 . 换 句 话说 , 设 ri,r: 为 
两 个 圆 的 半径 , t12, 5 分 别 为 外 公 切 线 与 内 公 切 线 的 长 , 则 量 
-他 22 对 于 反 演 中 心 在 两 个 圆 内 或 在 两 个 圆 外 的 反 演 不 变 D， [122] 


rir2 六 2 


图 斩 
设 已 知 圆 为 CT) Calr2), CI1C2 交 这 两 圆 于 Pl, Oi, Pa, 
02, 使 P01,P202 与 C1Cz 方 向 相同 . 设 d= C162, 则 
PO: 01P _ (d+rntra)(d-rn-r) dd-{(ritr) 


PiQ1* P02 2ri*2r2 一 4rir2 


中 必须 注意 当 反 演 中 心 在 一 个 圈 内 , 另 一 个 加 外 时 ,上 面 的 定理 不 
成 立 .如果 这 两 个 国 不 相交 ,那么 它们 的 反 形 也 不 相交 ,但 一 对 圈 有 由 条 
公 切 线 ,而 另 一 对 贺 没 有 公 切 线 ( 译 者 注 ; 当 反 演 中 心 在 一 个 圆 内 , 另 一- 
个 圆 外 时 ,将 外 离 的 贺 恋 为 内 含 ), 所 以 定理 甚至 无 法 叙述 . 另 一 方面 ,如 
呆 已 知 加 相交 ,那么 每 一 对 回 都 有 外 公 切 线 , 但 对 这 些 切线 ,定理 不 威 立 . 
开 世 ( 吕 他 的 书 第 6 章 ,9 页 ) 没 有 注意 到 这 个 不 成 立 的 情况 , 误 说 成 (没有 
任何 限制) 分 式 - 生 -经 过 反 演 不 变 .但 在 这 种 情况 下 产生 的 困难 可 以 克服 ， 
内需 写 出 公 切 线 平方 的 公式 
t= CIC2- Cri- ry, n= CCP {rit ra). 

当 右 边 为 负 值 时 , 公 切 线 不 存在 . 但 我 们 可 以 给 它们 另 取 一 个 名 字 , 以 代 
表 右 边 的 式 于 .于 是 ,在 引起 麻烦 的 时 候 , 将 切线 平方 换 成 这 两 式 右边 的 


式 子 即 可 .但 在 本 书 , 上 曾 所 说 的 定理 已 经 足够 应 用 了 ,无 逢 作 这 样 的 约 
定 . 
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PiP2: 010Q2 _ (dtra(d -ntra) dtr- ra) 
Po P02 2ri"2r2 一 4riry 
这 些 分 于 ,如 果 是 正 的 ,分 别 表 示 内 公 切 线 与 外 公 切 线 的 平 
方 . 
再 设 企 一 个 与 已 知 圆 正 交 的 贺 交 它们 于 Ri, Si RR2, $2( 与 
Pi,Q1;P2,Q; 同一 次 序 ) , 则 
RiSaSiR, _ PQ QP RiRs* S18, _ PP 0102 
RS RS POr*P2Q2 ”只 SIRa25z PIO1*P2Q2 
因为 用 一 个 反 演 可 以 将 圆 有 SR2S> 与 直线 POP2O， 交 
换 ; 而 这 些 分 式 是 不 变 的 ( § 68c)， 
现在 设 已 知 圆 反 演 后 变 为 C)(r1), C2(72); R1, 51, R2, 52， 
变 为 Rt, S1, R2,S2, 则 


te SR R1S2: $1R? _ 1 


{123] 4rirs RiS1* RS2 RS R232 dr 

对 5 的 证 明 类 似 .( 如 果 反 演 中 心 在 一 个 圆 内, 另 一 个 画 外 ,可 
以 证 明 R ,Si ,Raz，5? 的 顺序 与 Ri,S1, RR, $2 不 同 ;于 是 与 
92 互 换 , 同 时 正 负 符号 需 作 一 些 改变 . ) 

$174 下 面 证 明 开 世 的 判别 法 . 

定理 设 四 个 圆 ce1,e2, ec3, ca 都 与 圆 上 大 相 切 ,都 不 包含 寺 
或 者 都 包含 上 .如果 cl,ez 与 上 相 切 的 切 法 相同 ,Tw 表 示 cei, ec， 
的 外 公 切 线 ; 如 果 它 们 与 * 相 切 的 切 法 不 同 ,Ts 表 示 内 公 切 线 . 
如 果 在 上,ci 与 ck 的 切 点 被 cs 与 es 的 切 点 分 开 , 那 么 

TaTyu + TiTm- TuTy=00, 


D 大 儿 数 作者 未 给 出 这 个 定理 成 立 的 准确 范围 . Casey,1achlan 等 
人 未 给 足 癌 的 限制 ,而 Coolidge 要 求 这 些 圆 互相 外 切 , 又 没有 必要 地 限制 
了 它 的 范围 .显然 这 里 给 出 的 定理 ,包括 所 有 的 有 所 说 公 切 线 存 在 的 情 
况 ; 换 句 话说 ,所 有 可 以 用 实数 来 表示 上 述 公式 的 情况 . 


首先 ,我们 在 圆 k 上 取 一 点 作为 反 演 中 心 , 将 它 变 为 直线 ， 
四 个 贺 cj,c2,c3,c4 变 为 与 这 条 直线 相 切 的 圆 .因为 反 演 中 心 
在 所 有 的 四 个 圆 内 或 者 在 所 有 的 四 个 圆 外 , 切 法 没有 改变 . 设 在 
这 直线 上 的 切 点 为 41,42,435,44, 则 立即 有 
4142*4344+41434244 一 4144- 凡 243 = 站 . 

但 在 反 演 前 的 图 形 中 ,加 机 是 公司 线 Piz, 因 此 ,将 等 式 的 每 个 
成 员 除 以 各 个 圆 的 半径 的 平方 根 的 积 ,应 用 §173, 再 去 分 母 , 便 
得 到 定理 中 所 说 的 等 式 . 

8175 练习 3， 如果 已 知 圆 相 交 ,那么 $173 中 的 不 恋 
量 分 别 表示 交角 一 半 的 正 臣 平方 与 余 弱 平方 . 

(将 贺 反 演 为 相交 直线 .) [124] 

b， 如果 四 个 已 知 圆 与 一 个 零 圆 相 切 ,那么 它们 的 公 切 线 适 
合 开 世 的 等 式 . 

{ 将 这 些 圆 反 演 为 直线 , 则 开 世 的 等 式 变 为 一 个 三 角 伍 等 
式 .) 


$176 如 果 四 个 圆 与 一 个 圆 相 切 ,如 前 一 个 定理 ,这 时 有 
三 种 可 能 的 情况 : 所 用 在 上 的 同 伍 ; 三 个 圆 在 一 侧 而 一 个 在 
另 一 侧 ;每 一 全 有 两 个 .因此 ,在 开 世 等 式 中 , 或 者 六 条 切线 都 是 
外 公 切 线 , 或 者 三 个 圆 的 三 条 切线 为 外 公司 线 ,或 者 仅 有 两 条 外 
公 切 线 ,其余 均 为 内 公 切 线 , 我 们 将 这 些 结论 并 入 逆 定 理 的 陈述 
中 : 

定理 ”如果 四 个 圆 clez,c3,e4 的 某 些 公 切 线 适合 形 如 

TaTat TiaTat TaTn =0 
的 等 式 , 那 么 这 些 圆 与 一 个 图 相 切 , 切 法 如 下 : 

ta) 如 果 所 有 的 了 痢 是 外 公 切 线 ,那么 让 与 所 有 图 切 法 相 
同 . 

《bi) 如 果 到 一 个 圆 的 切线 都 是 内 公 切 线 , 而 其 他 三 条 都 是 
外 公 切 线 , 那 么 这 一 个 加 与 上 的 切 法 不 同 于 其 他 三 个 贺 . 

《c) 如 果 已 知 图 可 以 这 样 配 成 两 对 ,使 得 每 一 对 的 公 切 线 
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[125] 


这 RH 


为 外 公 切 钱 , 耐 其 他 四 条 是 内 会 奶 线 ,那么 每 一 对 圆 与 不 的 切 
法 相同 . 

证 明 分 成 几 步 .首先 使 最 小 的 圆 ,比如 说 ed, 的 半径 减少 至 
零 , 同 时 将 其 他 的 半径 增加 或 减少 这 同样 的 重 , 使 得 所 有 的 六 条 
公 切 线 的 太 小 与 方向 都 不 改变 .在 每 一 种 假设 (a),(b),(c) 之 
下 ,这 都 可 以 合 到 ,而 且 代替 第 四 个 加 的 点 C4 在 其 他 三 个 变化 
后 的 加 的 外 部 . 

现在 以 64 为 中 心 , 任 一 适当 的 半径 总 作 反 演 ,按照 有 173， 
有 


于 1 太守 
T= Th 了 “ ,等 等 . 
rir2 


又 由 871, 呈 = 站 所 以 


Fr3 了 和 
Fa 
代入 已 知 中 的 等 式 , 经 过 消去 得 
7 + P+ TH1 =0. 

其 中 三 条 切线 都 是 外 公 切 线 或 者 一 条 是 外 公 切 线 , 其 他 两 条 是 
内 公 切 钱 . 如 果 再 将 三 个 贺 中 最 小 的 减少 为 一 个 点 3, 同时 改 
变 其 他 的 半径 ,我 们 只 需要 证 明 C3 在 剩 下 的 两 个 贺 of 与 cy 的 
会 切线 上 . 设 PQ 为 这 些 食 的 一 条 公 切 线 , 长 为 Tb2, 截 取 55 等 
于 Tt3, 于 是 由 上 面 的 等 式 ,65 等 于 7%. 到 一 个 圆 的 切线 为 定 长 
的 点 的 胃 迹 是 一 个 与 它 同 心 的 圆 ,这 样 的 两 个 胃 迹 在 每 条 公 切 
线 上 有 一 个 交点 .因此 $ 或 另 一 条 公 切 线 上 与 $ 对 称 的 点 是 点 
C03. 从 而 c1,c2,c3 与 一 条 直线 相 切 ,原来 的 圆 与 一 个 圆 相 切 . 

$177 上 面 的 判别 法 的 另 一 种 形式 ,基于 $175 所 提供 的 
解释 .我 们 仅 提供 这 种 可 能 人 性: 

定理 如 果 四 个 图 12 Te 了 4 的 交角 为 wl2; 等 等 ,与 一 
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个 贺 下 的 切 法 相同 ,那么 

+ sin sin 2 + sin sin 所 =0. 

在 某 些 圆 的 切 法 不 同时 ,对 应 的 项 改 为 余 束 , 反 过 来 ,如 果 这 样 【126] 
的 等 式 成 立 , 那 么 这 些 贺 与 第 五 个 圆 相 切 ， 

$178 我 们 不 准备 辛 昔 地 罗列 这 个 定理 的 可 能 的 应 用 . 读 
者 可 参阅 拉 锡 兰 的 书 , 书 中 有 所 有 这 些 问 题 的 更 完备 的 讨论 ,还 
有 关于 Larmor 与 其 他 人 的 原始 文章 的 文献 索引 .我 们 仅 提 供 少 
数 直 接 的 推论 : 

a， 定理 ”两 对 关于 另 一 个 加 互 为 肥 演 的 圆 , 有 由 个 公 切 
图 . 

b. 定理 ”本 个 圆 ,如果 与 三 条 不 共 点 的 直线 相 切 ,那么 它 
们 有 一 -个 会 切 圆 . 

在 这 种 情况 ,我们 容易 用 三 条 直线 所 成 三 角形 的 边 长 来 确 
定 公 切线 的 长 ,并 证 明 开 世 的 等 式 成 立 . 再 进一步 ,应 用 ##317， 
我 们 可 以 证 明 过 这 个 三 角形 三 边 中 点 的 贺 与 已 知 的 四 个 贺 相 
切 .这 个 著名 的 定理 是 第 11 章 的 主题 ,在 那里 将 详细 地 研究 . 

c， 险 特 (Hart} 定 理 与 三 个 已 知 贺 相 切 的 圆 (参见 § 166) 
具有 这 样 的 性 质 : 其 中 某 四 个 贺 还 与 其 他 的 圆 相 切 , 具体 地 说 ， 
在 这 八 个 (与 三 个 已 知 圆 相 切 的 ) 图 中 ,任意 一 个 , 均 有 其 他 三 个 
向 ,每 一 个 与 这 一 个 对 两 个 已 知 阅 的 切 法 相同 ,对 另 一 个 已 知 辐 
的 切 法 不 同 .这 四 个 圆 还 有 一 个 公 切 圆 ， 

我 们 遵循 开 世 对 这 一 定理 的 证 明 . 这 一 证 明显 然 并 不 自命 
为 完全 适合 或 包含 所 有 的 情况 . 

设 已 知 殴 为 a1 ,a2,a3, a4; 而 c4 为 任 一 与 它们 相 切 的 隐 ， 
clycayca 是 其 他 三 个 ,el 与 ed 对 ui 的 切 法 不 同 ,对 a2,45 的 切 
法 相同 .于 是 , 记 外 切 会 线 为 1, 内 公 切 线 为 1. 由 所 有 四 个 圆 都 
与 el 相 切 得 0271 


12t34 = 3t24 + tlatoas 


人 区 对 
sin 了 sin 
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由 az 得 Fl2t34 = 113t24 + L141233 
由 es 得 514823 = tt + Lt24. 
结合 这 些 等 式 得 
112134 = Lt + t14t23. 
这 就 建立 了 一 个 对 c1,c23;53 切 法 相同 ,对 4 切 法 不 辐 的 圆 的 
存在 性 . 

于 是 ,这 八 个 加 中 ,每 一 个 圆 确定 一 个 新 的 贺 . 称 为 哈 特 圆 , 
它 与 这 个 圆 相 切 ,而 且 对 另外 三 个 的 切 法 不 同 . 换 和 旬 话 说 ,这 八 
个 圆 与 三 个 已 知 略 相 切 ,而 且 每 四 个 一 组 ,各 与 另外 八 个 国 ( 哈 
特 圆 ?中 的 一 个 相 切 . 

我 们 还 可 加 上 一 和 旬 ; 这 八 个 咒 , 每 四 个 一 组 ,各 与 另外 六 个 
圆 中 的 一 个 相 切 ,这 六 个 圆 又 是 一 种 类 型 . 因为 我 们 回忆 一 下 : 
这 人 个 贺 关 于 ai, ez,ei 的 公共 的 正 交 贺 ,两 醒 互 为 反 演 ,因而 
两 两 配对 ; 任 一 个 与 这 个 公共 正 交 圆 正 交 ,并 且 与 八 个 圆 中 两 个 
不 配对 的 圆 相 切 的 圆 ,一 定 也 与 它们 的 反 形 相 切 .这 样 就 产生 六 
个 满足 要 求 的 贺 . 


相交 成 已 知 角 的 圆 


$179 关于 正 交 加 与 相 切 圆 的 研究 ,引出 更 一 般 的 问题 : 
加 相交 成 已 知 角 或 等 角 . 我们 先 非常 简略 地 考虑 革 些 非常 明显 
的 可 能 性 . 

为 了 使 我 们 的 叙述 准确 ,我 们 约定 两 个 相交 圆 之 间 的 角 是 
过 任 一 个 交点 的 它们 的 半径 之 间 的 夹 角 .这 个 角 设 有 正 负 ,由 它 
的 余弦 确定 , 即 
+ 
2rirz 


cosd 


1 


[128] 其 中 TirT2 是 两 圆 的 半径 ,d 是 圆心 碟 . 


$180 定理 已 知 西 个 不 同心 的 钢 Citri) 与 Clr2), 
CC2= dd; 设 任 一 圆 C(t) 与 它们 所 成 的 角 分 别 为 901,82,h 为 C 


到 已 绩 因 的 根 轴 的 距离 , 则 
rfricosfi 一 rac0582) = d*h. 
因为 
rt 47- C0? 
Cosli= a Cos 
去 分 母 , 相 碱 ,再 应 用 113 便 得 结果 . 
舌 当 ”由 刚刚 得 出 的 公式 导出 一 些 定理 ,包括 下 面 的 一 些 
结果 ,以 及 关于 正 交 略 的 结果 ， 
如 果 已 知 辆 局 心 , 上 述 定 理 没 有 意 立 , 虽 为 这 时 根 轴 在 无 穿 
远 处 .我 们 用 下 面 的 定理 代替 它 ,这 个 定理 的 证 明 可 以 作为 练习 
题 . 
定理 如果 一 个 半径 为 上 的 图 与 咽 个 半径 为 myrz 的 同心 
图 相交 , 突 胡 分 别 为 1 人 5, 那么 


r(ricosd -~ ricos02) = 广 ( ri— r+3). 


$181 为 了 考 左 与 两 个 已 知 贺 交 成 定 角 的 加 的 和 性质, 我们 
依据 $180 的 公式 .但 利用 反 滨 来 篇 化 图 形 ,将 两 个 相交 的 殴 变 
为 直线 ,两 个 不 相交 的 贺 变 为 同心 阅 , 这 将 更 大 启迪 性 .下 面 的 
铺 果 均 萌 立即 得 出 ， 

定 建 ”与 两 个 定 圆 相交 成 已 知 前 的 一 组 中 , 必 与 尾 一 个 已 
知 圆 的 ,与 它 科 都 相交 的 共 轴 镜 交 成 定 角 . 

定理 ”与 两 个 相交 器 交 成 已 知 角 的 留 , 有 -~ 个 公共 的 正 交 
图 ;与 丙 个 不 丰 交 的 二 交 成 定 角 的 珊 , 或 者 有 一 个 公共 的 正 变 [129] 
图 ,或 者 有 一 个 图 和 与 它们 每 一 个 的 交点 是 直径 的 两 个 端点 .无 论 
哪 种 情况 ,这 一 个 加 都 与 已 知 贺 共 负 .， 

定理 ”一般 地 ,与 两 个 已 知 敬 交 成 已 知 角 的 聊 , 都 与 两 个 与 
已 知 避 共 轴 的 定 贺 相 声 ;但 这 两 个 圆 可 能 不 存在 {是 碟 网 ). 

3§182 关于 作 一 个 隐 与 三 个 已 知 圆 交 成 已 知 角 的 问题 ,不 
论 它 是 实 的 或 事 的 ,所 求 的 回 必 定 正 交 于 三 个 国定 的 圈 , 这 三 个 


加 的 每 一 个 ,各 与 一 对 相应 的 已 知 圆 共 轴 . 它们 还 与 这 同样 的 三 
合共 轴 圆 中 三 对 定 圆 相 切 . 由 直观 ,我 们 看 出 一 般 地 ,这 个 问题 
有 两 个 解 , 表 示 与 三 个 已 知 癌 都 交 成 已 知 角 或 都 交 成 已 知 角 的 
补 角 , 这 和 解 可 以 根据 阿波 罗 尼 问题 的 解法 而 得 出 . 

另 一 个 问题 是 作 图 与 已 知 回 交 成 相等 的 ,但 大 小 不 固定 的 
角 . 正 如 三 个 已 知 圆 一 般 有 一 个 公共 正 交 图 ,由 上 面 的 推理 ,有 
一 个 图 与 三 个 已 知 贺 交 成 的 角 都 等 于 一 个 已 知 角 ,还 有 一 个 圆 
与 它们 交 成 的 角 等 于 这 已 知 角 的 补 角 .从 而 ,一 般 地 ,有 一 个 贺 
与 四 个 已 知 圆 交 成 相等 的 角 呈 . 

练习 ”本 章 很 多 定理 未 加 证 明 ,读者 可 将 证 明 补 全 ,如 以 下 

[130] 各 节 : 81S2 ~- 4157,159 ~ 163,165,175,178,180,181. 


中 ”对 这 些 课题 的 全 面 讨论 ,可 查阅 Lachlan 的 书 , 第 15 章 ;Coolidge 
的 书 ,前 三 章 . 
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§183 现在 我 们 开始 系统 地 研究 三 角形 ,以 及 与 它 有 关 的 
很 多 点 , 线 , 贺 . 除 去 极 少 数 古 代 已 经 知道 的 定理 外 ,这 一 课题 的 
发 展 几 乎 全 在 19 世纪 及 20 世纪 ,我 们 试图 详细 地 介绍 最 重要 
的 核心 的 定理 ,以 及 相当 多 的 应 用 .但 不 能 奢望 将 这 一 领域 全 部 
说 尽 ,因为 这 个 课题 有 众多 的 研究 与 发 表 的 论文 ， 

在 本 章 中 ,核心 的 定理 极为 简单 , 它 的 重要 性 似 还 未 被 充分 
注意 到 .此 后 读者 会 逐渐 发 觉 它 实在 是 很 多 有 用 定理 的 源泉 . 

184 ”定理 设 在 一 个 三 角形 的 每 一 边 上 取 一 点 ,这 三 角 
形 的 每 一 顶点 与 两 条 邻 边 上 所 取 的 点 作 圆 , 则 这 三 个 圆 共 点 . 

当然 ,所 取 的 点 可 以 在 边 的 延长 线 上 .特别 地 ,如 果 有 一 点 
取 在 三 角形 的 顶点 ,过 这 两 个 重合 的 点 之 圈 与 这 两 点 所 在 的 边 
相 切 ， 

设 三 角形 为 414243, 所 取 点 Pl, Pz, Ps 分 别 在 4243， 
As41,4142 上 ,我 们 要 证 明 圆 4 PP3, 42P3P1, 4sPP 交 于 
一 点 .因为 这 个 定理 为 有 向 角 概 念 的 优点 提供 了 一 个 极 好 的 例 
子 ,我 们 将 给 出 两 种 形式 的 证 明 ， 

第 一 个 证 明 ,我 们 设 所 取 各 点 都 在 边 上 而 不 是 在 延长 线 上 ，[131] 
如 图 所 示 . 又 设 两 个 加 41P2P; 与 42P3Pi 的 交点 P 在 这 三 角 
形 内 , 则 立即 得 

PPPy= 180 -al， 
A PPP = 180 - a2， 
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结合 以 上 二 式 ,容易 看 出 
PPP; = 180 一 站 3; 
这 表明 P,Pi,Pz,4 共 贺 . 


图 和 
这 是 一 个 标准 的 证 明 ,但 显然 有 缺点 ,因为 我 们 不 能 一 般 地 
假设 天 在 三 角形 内 ,从 而 证 明 中 所 考虑 的 角 或 者 互补 或 者 相 
等 ;于 是 一 个 完整 的 证 明 必 须 考 碟 许多 不 同 的 情况 . 如 果 采 用 有 
[132] 向 角 的 规定 ,这 一 困难 就 可 以 克服 ;用 这 个 方法 ,一 个 证 明 就 可 
以 包括 所 有 可 能 的 情况 ， 
因为 ,和 前 面 一 样 , 设 P 为 圆 41P2P3,42P3Pi 的 公共 点 ， 


则 
TPPA1= 守 PP3A1, PPAs=PPA, (§19) 
即 
PP2ya7= PP3,a3, XPP3,a3= 人 IPPl,a1. 
因此 


立 PP;y,a2= 袜 PPl,a1, 


一 12 一 


六 PPyA3= 袜 PP1A3. 
这 就 证 明了 P,P1,P2;A, 在 一 个 加 上 . 

这 个 定理 的 来 源 是 有 疑问 的 . 1838 年 ,A' 密 克 (A.Miquel) 
明确 地 叙述 并 证 明了 这 个 定理 ,虽然 它 的 真实 性 可 能 很 早 以 前 
就 已 经 知道 . 大 多 数 作 者 没有 给 它 应 有 的 注意 ,但 本 书 将 它 必 为 
我 们 的 几何 结构 的 基石 . 为 确定 起 见 , 将 这 个 定理 称 为 密 克 定 
理 , 点 P 称 为 三 点 PiPzpas 关于 三 角形 4i42z43 的 密 克 点 ， 
PiPsP; 是 点 请 的 密 克 三 角形 ,三 个 圆 称 为 密 克 圆 . 

§185 定理 审 克 点 与 所 取 三 点 的 连 钱 与 对 应 边 所 成 的 
角 相 等 . 

这 是 主要 定理 的 证 明 的 副产品 . 

#186 定理 上 面 图 中 的 角 满 足 

A2PAs = 人 半 A424143++ 空 PyP1P;. 
因为 
六 AzPA3= 裤 A2PP1+ PiP43= 袜 A2P3P1+ PiP2d;, 
但 

人 A2P3Py+ 位 PiPsdi= 们 AyA2, PaP1i+ PP AIA3 [133] 

= 立 A142,A143+ 袜 PiP;, PiPa 

= 宁 A2A1A3+ 袜 PaP Ps, 

即 所 要 证 明 的 .这 个 公式 对 于 我 们 的 重要 性 与 用 途 完 全 不 亚 于 
主要 定理 本 身 . 虽 然 它 不 是 由 密 克 给 出 的 ,由 于 它 与 这 个 定理 密 
切 相 关 ,我 们 称 它 为 密 克 等 式 . 它 与 反 演 中 的 基本 角 定 理 ( $75) 
的 类 似 之 处 可 能 启发 读者 想到 一 些 可 能 的 定理 ,这 些 将 在 后 面 
介绍 . 

187 定理 上 反 过 来 , 设 P 为 三 角形 414243 所 在 平面 上 
一 个 定点 , 则 有 无 穷 多 种 方法 定 出 它 的 密 克 三 角形 ， 

因为 我 们 可 以 从 P 画 出 任 一 组 (三 条 ) 直 线 与 三 边 成 等 角 ， 
或 过 P 与 三 角形 的 一 个 顶点 任 作 一 回 . 
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[134] 


设 由 任 一 点 P 画 出 三 条 直线 与 三 角形 的 三 边 成 等 角 , 它 可 
以 看 成 一 个 刚体 绕 P 旋转 , 它 与 对 应 边 的 交点 画 出 点 P 的 所 有 
密 克 三 角形 . 

$188 定理 ”一 个 已 知 点 P 的 所 有 密 克 三 角形 都 是 顺 相 
似 的 ,在 每 一 种 情况 ,P 都 是 相似 中 心 , 即 自 对 应 点 ($33). 

因为 设 PiP2P; 是 定点 PP 的 任 一 个 密 克 三 角形 , 则 由 
$186 立即 得 到 三 角形 P1P2P; 的 角 ,大 小 与 方向 均 为 一 定 ; 又 

实 PzP3P= 实 Pi4IP= 立 434IP， 

表明 P 为 自 对 应 点 . 

系 

a， 尾 一 组 密 克 图 的 圆心 是 一 个 与 已 知 三 角形 相似 的 三 角 
形 的 项 点. 

b. 设 两 个 或 更 多 个 顺 相 似 三 角形 ,它们 的 对 应 顶点 在 一 个 
己 知 三 角形 的 相应 边 上 , 则 它们 有 相同 的 密 克 点 ,这 点 是 它们 的 
相似 中 心 ， 

ec， 设 几 个 顺 相 似 三 角形 的 对 应 顶点 共 线 , 则 它们 有 共同 的 
相似 中 心 . 

4. 设 三 个 贺 相 交手 一 点 , 则 可 由 其 中 一 个 辆 上 的 任 一 点 开 
始 , 画 一 个 三 角形 , 它 的 顶点 在 圆 上 , 它 的 边 通过 相应 的 两 个 加 
的 交点 .并 且 这 样 画 成 的 三 角形 都 相似 . 

这 可 以 直接 证 明 , 或 利用 反 演 ;如 果 我 们 对 原来 的 定理 
(名 484) 应 用 反 演 ,结果 就 是 现在 的 定理 ， 

设 我 们 从 原来 的 图 的 七 个 点 A1, 42, 43, Pi Po, Pi,P 中 ， 
尾 取 一 点 作为 反 演 中 心 , 则 得 到 另 一 个 与 原 图 相像 的 图 .但 如 果 
另 取 一 点 作为 反 演 中 心 , 则 得 到 这 个 定理 的 推广 ,这 时 原 三 角形 
的 边 变 为 过 一 定点 的 加 的 弧 . 换 名 话说 , 密 克 定理 等 价 于 下 面 
的 ; 

e， 设 三 个 隐 4142B3, A24381,434182 相交 于 一 点 D0, 则 
贺 4182B3,A2B3B1,43B18; 也 相交 于 一 点 P. 
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垂 足 三 角形 与 重 足 贺 


$189 定义 ”一 点 关于 一 个 三 角形 的 垂 足 三 角形 ,是 以 这 
点 到 这 已 知 三 角形 三 边 的 垂 线 的 垂 足 为 项 点 的 三 角形 . 垂 足 三 
角形 的 外 接 圆 称 为 牌 足 圆 . 
显然 型 足 三 角形 是 一 个 密 克 三 角形 ,不 消 多 说 , 它 是 最 重要 
的 密 克 三 角形 . 显 热 一 已 知 点 的 重 吓 三 角形 的 形状 可 由 $186 
确定 . [135] 
$1W0 定理 一 点 P 的 垂 足 三 角形 的 边 由 下 式 给 出 : 


PPs= AlPsinei = 人 中 ,等 等 ， 


此 41 
因为 Pz3 是 以 4 瑟 为 直径 的 圆 的 汞 ,在 这 个 圆 中 , P,P， 
所 对 的 图 周 角 是 a1. 
系 


a. 一 点 的 任 一 密 克 三 角形 的 边 ,与 已 知 三 角形 的 对 应 边 莱 
这 边 相 对 的 顶点 到 这 已 知 点 的 距离 的 积 成 比例 ， 
b、 密 克 三 角形 PP2pacod4idzh3s 的 点 户 只 有 一 个 , 它 到 
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[136] 


[137] 


已 知 三 角形 的 顶点 的 距离 相等 ,因而 它 就 是 外 心 0. 

ce. 设 一 个 已 知 三 角形 的 内 接 三 角形 的 形状 已 经 给 定 , 则 密 
克 点 的 位 置 可 用 $186 或 §$ 190a 来 确定 .如 用 后 一 种 , 它 可 以 是 
得 出 的 两 个 点 中 的 尾 一 个 ,如 人 同 9%5 那样 ;这 两 个 点 的 密 克 三 
角形 逆 相 似 ( 参 见 201). 


西 摩 松 线 


$191 当 一 点 的 万 足 三 角形 退化 为 一 条 直线 , 妈 这 点 到 三 
边 的 垂 线 的 垂 足 共 线 时 ,是 一 种 特别 有 趣 的 情况 .我 们 立即 得 到 
下 面 的 定理 : 

定理 ”任意 一 组 在 三 角形 三 边 上 的 共 线 点 ,它们 的 密 克 点 
在 外 接 圆 上 .反之 ,外 接 圆 上 任 一 点 的 密 克 三 角形 化 为 一 条 直 
线 ， 

因为 在 $186 的 等 式 中 ,如果 垃 四 7273 = 0, 那么 

A2T43 = 并 424143; 

反 过 来 也 成 立 .特别 地 (图 41): 

#192 定理 ”从 一 点 到 一 个 三角 形 各 边 作 垂 线 , 当 且 仅 当 
这 点 在 这 三 角形 的 外 接 圆 上 , 垂 足 共 线 . 

定义 ”从 三 角形 外 接 圆 上 一 点 向 三 边 作 重 线 ,过 生 足 的 直 
线 称 为 这 点 关于 这 个 三 角形 的 垂 足 线 或 西 摩 松 线 . 

历史 ”在 19 世纪 ,通常 假定 这 个 定理 是 西 摩 松 (Robert 
Simson ,1687 一 1768) 发 现 的 , 粹 他 的 名 字 来 表示 这 条 线 .但 六 勤 
的 研究 者 才 遍 (J.S.Mackay) 吕 发 现在 西 摩 松 的 任何 著作 中 找 不 
到 这 个 定理 , 遍 且 也 没有 任何 证 据 表 明 西 摩 松 知道 这 一 定理 . 址 
遍 认 为 错误 产生 于 法 国 几 何 学 家 Seryois 的 一 句 不 经 心 的 话 ; 
“下 面 的 定理 ,我 认为 ,属于 西 摩 松 . "后来, 彭 赛 列 在 他 关于 射影 


中 风 Proceedings of Edinburg Math. Socicty, X,1890, pp.83 - 91; 或 
Muir,ibid. ,I,1884,p.104. 
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几何 的 著作 中 , 重 说 了 这 有 暇 话 ,但 省 赂 了 限定 词 , 于 是 就 使 错误 


延续 下 去 .这 个 定理 是 1797 年 被 一 位 威廉 姆 * 华 莱 士 (William 
Wallace) 首 先 发 现 , 它 的 历史 在 麦 凯 的 论文 中 有 详细 介绍 . 按照 
麦 饥 的 先例 ,一 些 几 何 学 家 抛弃 了 熟悉 的 术语 “ 西 靡 松 线 ” ,改称 
' 这 条 直线 为 * 华 莱 士 线 ”; 无 疑 地 ,“ 垂 足 线 "这 一 不 加 约束 的 说 法 
在 许多 方面 更 为 可 取 ,但 我 们 仍 语 用 传统 的 术语 .关于 这 条 直线 
的 许多 定理 将 陆续 建立 ,少数 明显 的 性 质 现在 就 楼 提 到 ， 

用 #199 的 公式 ,可 以 将 托 勒 密 定理 作为 一 个 推论 立即 得 
出 ， 

193 定理 三 角形 任 一 顶点 的 西 摩 松 线 就 是 过 这 点 的 
高 .一 个 项 点 的 对 径 点 的 西 摩 松 线 ,是 这 个 项 点 所 对 的 边 ， 

$194 定理 设 入 77s 为 三 角形 414243 的 外 接 加 上 -一 
点 了 的 西 摩 松 线 , 则 三 角形 77) 7 与 三 角形 7424 顺 相 似 . 

因为 在 了 点 的 角 相 等 , 夹 边 成 比例 : 

实 TITT2 = 次 A2h341= 守 A2T4A1， 


TT _ sinSA243T sin 守 441T 4 


TT, smnTAAT™ sind AAT 


系 
a. HI- 万 | = Th TT = Thy TE; 
TTT FT TT: TT, 


[ee 
+ 
[i 


195 定理 三 角形 任 一 边 在 一 点 的 西 摩 松 线 上 的 射影 ， 
等 于 这 点 到 其 他 两 边 的 垂 线 的 垂 足 之 间 的 距离 . 

因为 4;4; 在 直线 T,T,T3 上 的 射影 是 

AzAscos AITITS = aisin TAsTs = isinT TA3A1, 
由 190, 这 也 就 是 了 2 态 的 长 . 

$196 一般 的 定理 “ 当 三 角形 三 边 上 取 的 点 共 线 时 ,它们 
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[138] 


的 蜜 克 点 在 这 三 角形 的 外 接 俩 上 "可 以 表达 成 如 下 的 吸引 人 的 
形式 ， 

定理 ”四 条 一 般 位 置 的 直线 形成 的 四 个 三 角形 ,它们 的 外 
接 圆 共 点 ， 

国 为 注意 其 中 第 一 个 三 角形 ,第 四 条 直线 在 它 的 每 条 边 上 
各 取 一 个 点 , 密 克 图 就 是 其 他 三 个 三 角形 的 外 接 圆 .因为 所 取 的 
点 都 在 第 四 条 直线 上 ,这 些 圆 的 公共 点 在 第 一 个 三 角形 的 外 接 
圆 上 .又 有 ; 

$197 定理 已 知 四 条 一 般 位 置 的 直线 ;那么 有 且 仅 有 一 
个 点 , 它 到 这 些 直 线 的 垂 线 的 垂 足 共 线 .这 一 点 就 是 上 述 四 个 外 
接 圆 的 公共 点 . 

这 条 过 四 个 垂 是 的 直线 称 为 这 完全 四 边 形 的 西 摩 松 线 ， 

练习 ”证明 上 述 四 个 外 接 贺 的 圆心 也 在 一 个 过 它们 公共 点 
的 圆 上 ， 

$198 ”定理 DD 一 点 P 的 垂 足 三 角形 的 面积 ,与 P 关于 
外 接 圆 的 老成 比例 : 


四 ”本 章 以 下 部 分 ,可 随 读 者 之 章 略 去 ， 
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= 去 及 - DP2)sinaisinaasina3 = “过 
设 AsP 交 贺 于 B;, 列 
TArPAs= TPPiP3+ IAAA1As= TA BA3+ TLBAP, 


因此 立 PyP1P3= 守 ByAsP. 
而 户 = PzP1Ps 的 面积 = 广 PiP;*PiP3sin 人 PzPiPs 


全 . [L139] 


= 二 万 /万 历历 sin BAaP 


= Ps sinea* PA2 sinaz*sin BadsP. 


Sin BAsP _ PB, 
sin ABAy PA ’ 


所 以 F = 7 PA2° PB ysin A;BoAs*sinag ssinas 


= 3( R?: - OP’)sina Isina ysinag 3. 
系 . 
a， 垂 足 三 角形 的 面积 为 一 定 的 点 的 轨迹 ,是 一 个 与 外 接 图 
同心 的 圆 ,在 外 接 圆 内 的 点 ,外 心 的 垂 足 三 角形 面积 最 大 . [140] 

b， 外 接 贺 上 的 点 的 垂 足 三 角形 面积 为 0. 
ec. 一 点 户 的 垂 足 网 的 半径 为 

.5.TP 

2CR?- Op 
因为 由 三 角形 面积 的 一 个 公式 ( 针 15d) 得 

PiP2Ps 的 面积 = 


但 PP = 41Psina ,等 等 .将 这 些 代入 并 用 上 节 公 式 表示 面积 ， 
立即 得 到 结果 . 

199 定理 如 果 廷 长 4A1P,A2P,4;3P 分 别 交 外 接 图 于 
5 Ba2,B83 :那么 三 角形 B1B3B; 与 P 关于 414243 的 重 足 三 角 
形 顺 相似. 
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因为 ” 鼠 有 841= 可 有 24241= 实 PPP3a, 等 等 . 
P 点 是 这 两 个 相似 三 角形 的 自 对 应 点 吗 ( 参 见 半 244c)? 
# 200 定理 如 果 一 个 三 角形 受到 一 个 反 演 作用 ,那么 所 
得 的 三 角形 ,与 反 演 中 心 关 于 已 知 三 角形 的 垂 足 三 角形 顺 相 似 . 
因为 设 三 免 形 B182B, 是 三 角形 414243 关于 图 心 为 C 的 
圆 的 反 形 , 由 半 75， 
守 B2B1B3+ 字 A2A143= 字 A2Ch3. 
又 , 设 C1C2C3 是 C 关于 A41424; 的 垂 足 三 角形 ， 
袜 A2C43= 字 2A1A3+ 广 CoC1C3. 


[141] 因此 三 角形 B828; 与 C1C2C3 磊 相似 (也 可 参见 间 133). 


#201 定理 设 两 点 P,P' 关 于 三 角形 A1424; 的 外 接 图 
互 为 反 演 , 则 它们 的 垂 足 三 角形 逆 相 似 . 

由 和 全 ,如 果 OO 为 外 接 阅 圆 心 ,那么 

AAPAs+ 守 AsP'As = 人 AIOA3 = 2 A A1A3. 


但 立 A2PA;3= 实 4344143+ 袜 PyPiP;3， 
A2P'As= 守 A2A1A3+ 们 PaPiP3, 
所 以 立 PyPiPs+ 实 P2PiP3=0. 


$202 定理 在 上 节 中 ,P 与 P' 到 三 角形 41434; 的 各 个 
顶点 的 距离 成 比例 . 
因为 由 相似 三 角形 (参见 各 站) ,可 以 立即 证 明 
OF RR _P Fi, _ Ps 
R OF P4 PA, PAs 
§ 203 定理 三 角形 一 条 边 的 垂直 平分 线 与 其 他 两 边 的 
交点 ,关于 和 外接 贺 互 为 反 演 . 
204 ”定理 设 四 个 点 受到 一 个 反 演 作 用 ， 则 其 中 一 一 点 关 
于 另外 三 点 所 成 三 角形 的 垂 是 三 角形 ,与 反 形 中 对 应 的 垂 足 三 
角形 逆 相 似 . 
这 个 值得 注意 的 结果 由 75 与 8186 容易 推出 . 
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$205 问题 求 一 点 已 , 它 关 于 已 知 三 角形 41424; 的 垂 
足 三 角形 与 一 个 已 知 三 角形 Ce2C3 相似 . 

设 PPzP3 与 CiCzC3a 顺 相 似 , 忆 点 的 位 置 由 等 式 

拉 42P435= 实 4241d3+ 实 CaCiCa, 等 等 

叭 一 确定 . 

实际 上 ,最 简单 的 作法 是 连结 分 别 在 4243 与 434; 上 的 点 
D1,DDy, 作 三 角形 D1D2Da 相似 于 CicaC3. 设 43D; 交 414; 于 [142] 
90;3; 作 0301 与 0382 平行 于 DyDi 与 DD2. 因 为 0O40203 相 
似 于 C1C2C3, 它 的 密 克 点 就 是 所 要 求 的 点 P. 

206 从 另 一 个 观点 看 ,这 个 问题 等 价 于 找 一 个 点 , 它 到 
已 知 兰 角形 各 个 顶点 的 距离 的 比 为 一 定 ($ 号 ) .因为 


PP; 
sina | ,等 等 ， 


所 以 在 研 足 三 角形 的 形状 给 定时 ,三 角形 的 顶点 到 PP 的 距离 的 
比 也 就 确定 了 ,. 反 过 来 ,如 果 比 Pd: P42: P43 为 已 知 , 那 么 比 
2P3:P3Pi: PiP2 可 以 确定 ;从 而 可 以 作 一 个 内 接 的 密 克 三 角 
形 ,P 点 可 以 用 前 面 的 方法 求 出 . 这 时 ,根据 PiP2Ps 与 
CiC2C3 是 顺 相似 或 逆 相 似 , 忆 有 两 种 可 能 的 位 置 .这 与 东 好 所 
得 结果 一 致 .我 们 现在 不 仅 可 以 得 到 那里 所 说 的 问题 的 解 ,而 且 
可 以 确切 地 说 出 问题 有 解 的 条 件 ， 

定理 ”可 以 找到 两 个 点 P,P' ,它们 到 三 个 已 知 点 A1, 4，， 
43 的 距离 与 已 知 长 pl, pa, ps 成 比例 ,只 要 积 pi 4243， 
pa" A341,pa*A142 可 以 构成 三 角形 .这 两 个 点 关于 4243 的 外 
接 圆 互 为 反 演 . 

本 章 最 后 以 一 些 习题 与 简单 的 应 用 为 结束 . 

$207 定理 {Mannheim ,Educ .Times,1890) 在 密 克 图 形 
(号 134) 中 , 设 任意 三 条 共 点 直线 41 ,42M 43 交 相 应 的 密 
克 图 于 XX ,Xz, 基 3, 则 1 ,Xa,X ,时 ,PP 共 圆 . 


AIP= 
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因为 六 PXIM = 文 PP741, 等 等 ， 
广 PXIMH = 诺 PE3NE = PYM= PPI,al. 

3208 当时 在 无 穷 近 时 ,上 面 的 证 明 失 效 . 我 们 可 以 独立 
地 证 明 : 

定理 ” 设 过 各 个 顶点 的 平行 线 交 相应 的 密 克 贺 于 Yi , Ya， 
Ya , 则 这 三 点 在 一 条 过 密 克 点 P 的 直线 上 . 

$209 定理 反 过 来 , 设 任 一 过 P 的 图 分 别 交 三 个 密 克 
山 于 天 ,于 2 于 3， 则 4 ,42224313 相交 于 这 加 上 一 点 if; 设 
任 一 过 P 的 直线 分 别 交 密 克 圆 于 Yi, ya, ys, 则 417 ,42ya， 
AsY3 平行、 

$210 定理 ” 设 延 长 外 接 园 上 一 点 向 各 边 所 作 牌 线 与 外 
接 圆 再 次 相交 , 则 这 些 交 点 所 成 三 角形 与 原 三 角形 全 等 . 

$211 定理 设 三 个 圆 相 交 于 一 点 ,这 点 与 三 个 圆心 共 
图 , 则 这 些 贺 的 其 他 交点 共 线 . 

$212 定理 已 知 一 条 直线 及 线 外 一 点 P, 过 这 直线 上 的 
点 442y43， 作 直线 4 下 42X2，4373 分 别 与 Pi P42， 
Ph43… 垂 直 , 则 由 44222433 … 及 已 知 直线 本 身 中 任 
意 三 条 线 所 成 三 角形 的 外 接 圆 必 通过 P. 

练习 ”完成 本 章 中 所 有 未 证 明 的 命题 的 证 明 , 即 : 8185， 
187,188a ~ e,190a ~ c,193,194a ~ c,197,198a,b,203,204,205, 
207 ~ 212. 
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§213 许多 关于 三 角形 的 最 有 趣 的 定理 ,涉及 过 每 个 顶点 
各 一 条 的 共 点 直线 组 ,显著 的 例子 有 三 条 中 钱 , 三 条 高 ,三 条 角 
平分 线 . 其 他 的 定理 处 理 一 组 点 ,在 每 条 边 上 一 个 点 ,这 些 点 共 
线 .本 章 将 要 建立 这 样 的 三 线 共 点 或 这 样 的 三 点 共 线 的 一 般 判 
别 法 .作为 这 些 定理 的 直接 推论 ,我 们 将 说 到 一 些 已 经 建立 的 结 
果 ;大 量 进 一 步 的 定理 也 将 导出 . 
间 214 定理 设 申 三 角形 的 顶点 作 相 交 于 P 的 三 条 直 
线 , 分 别 交 对 边 于 Pi1,P;,P;, 则 
三 142 PAs* P34d) 
PA3: PA PsA: 


EE 


3 


过 有) 作 MN 平行 于 AsA3; 交 A2P 于 有 夺 , 交 A2P 于 NN. 则 出 
相似 三 角形 
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PiA; AM PAs AsA? PsA! _ AN 
PAas AW’' Pdi AIM ” Pads 4243“ 
PiAi* PaAs* PA 2 
相 乘 得 1 .2 2 3 341 1 = 人 23 = 一 


PiAy: PyA1' PyA; 342 

显然 符号 必须 为 负 ,因为 对 郑 的 任何 位 置 ,总 有 奇数 个 比 
为 负 值 ,只 要 P,P2, Ps 是 真实 的 点 ,证明 对 的 任何 位 置 都 
适用 .如 果 Pi,Pa,Ps 中 有 一 个 或 更 多 个 为 无 穷 远 点 ,我 们 将 相 
应 的 比 用 +1 找 替 , 如 有 10 解 释 的 那样 ,上 面 的 证 明 很 容易 适用 
于 这 种 情况 . P 本 身 也 可 以 是 无 穷 远 点 , 即 定理 对 过 三 角形 项 
点 的 一 组 平行 钱 也 成 立 . 这 个 定理 为 无 穷 远 点 的 约定 的 方便 , 提 
殿 了 一 个 很 好 的 说 明 , 没 有 这 个 约定 ,需要 分 成 几 种 情况 ,分开 
证 明 ,并 且 为 种 种 例外 情况 而 头痛 . 

215 ”定理 反 过 来 , 设 P1, P,P; 取 在 三 角形 的 三 条 边 
上 ,使 得 

PiA3* PA1: PA; M 

则 直线 二 .P14A2P2,A3P3 共 点 ， 

因为 当 这 三 条 直线 中 每 两 条 都 不 相交 时 ,这 三 条 直线 相交 
在 无 穷 远 ,定理 已 经 成 立 , 否 则 , 设 4iPi 与 42P。 交 于 瑚 ;理念 
43P 交 A142 于 03. 则 由 各 214， 


所 以 
Pa4。 34 
Pad> QA ” 
因此 P; 与 03 重合 ,A1P1,42P2,A3Ps 相交 于 P. 


$216 将 这 两 个 结果 合 在 一 起 ,得 到 著名 的 塞 瓦 定理 : 
塞 瓦 定理 自 三 角形 414243 的 顶点 引 向 对 边 上 的 点 Pj， 
P2, Ps 的 直线 共 点 的 充分 必要 条 件 是 
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PiAs* PA: P3A, " 
或 同样 的 等 式 ( § 85): 
sin 乙 Pi4i42-sin 乙 Pah243rsin 忆 Pada4 _ | 
Sin PALA3*sin 一 Ph4241sin PP 4342 “ 
$217 这 个 定理 的 一 个 熟悉 的 变形 是 : 
定理 ”从 三 角形 各 个 顶点 引出 的 三 条 共 点 的 直线 ,将 对 边 
分 成 这 样 :三 条 不 相 邻 的 线段 的 积 等 于 另 三 条 的 积 ， 
218 与 前 一 个 定理 有 关 的 是 门 奈 劳 斯 定理 ; 


定理 


三 角形 A14243 的 边 上 的 三 个 点 Pi, Pz,P; 共 线 ， 
当 且 私 当 


PiAs*: Pd3: Pydl 


[147] 
首先 设 这 些 点 共 线 . 作 41,4;,43 到 这 条 直线 的 垂 线 ,长 分 


别 记 为 ,42,13. 则 ,不 管 正 负 号 ,我 们 有 
PA, fi PAs 3 PA 
PiA3 13 PAt i 


PAs td2’ 
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于 是 这 些 比 的 积 是 + 或 -1 但 这 直线 或 者 过 两 条 边 的 内 部 ， 


或 者 不 过 任 一 条 边 的 内 部 ,因此 在 每 一 种 情况 ,这 些 比 的 积 都 是 
正 的 .有 少数 特殊 情况 , 均 不 难 证 明 . 道 定理 可 以 用 各 245 中 的 
间接 法 证 明 . 

系 同上 ,我 们 有 另 一 种 形式 : 

sin PiAiMA2' sin PoAsAy'sin PaAs3d1 
sin PriAiAa*sine PaoAydj'sin PAsdAsy ! 

及 常见 的 说 法 ; 

任 一 条 直线 与 三 角形 的 三 边 相 截 , 则 三 条 不 相 邻 的 线段 的 
积 等 于 另外 三 条 的 积 ， 

历史 ”亚历山大 的 门 奢 劳 斯 (Menelaus .不 要 将 他 与 斯 巴 达 
的 门 奈 劳 斯 相 混 ) 发 现 了 这 个 定理 ,他 在 公元 前 一 百年 左右 很 有 
名 声 , 有 几何 及 三 角 方 面 的 著作 ,但 他 的 定理 后 来 被 遗忘 了 , 直 
到 被 塞 记 (Giovanni Ceva) 重 新 发 现 ,在 1678 年 发 表 这 两 个 定 
理 . 塞 瓦 是 意大利 的 水 力 工 程 师 , 数 学 家 . 

$219 许多 著名 定理 是 这 两 个 普遍 定理 的 直接 推论 ,一 些 
新 定理 也 可 同样 容易 地 获得 . 

a. 三 角形 的 三 条 中 线 交 于 一 点 . 
. 三 条 高 交 于 一 点 ， 
， 三 条 内 角 平 分 线 交 于 一 点 . 
,一 条 内 角 平 分 线 与 男 两 个 外 角 的 平分 线 交 于 一 点 ， 
- 外 角 平 分 线 与 对 边 的 交点 ,三 点 共 线 . 

{， 两 条 内 角 平 分 线 及 第 三 个 外 角 的 平分 线 ,与 对 边 的 交 
点 ,三 点 共 线 ， 

8 设 P 为 由 4 性 沿 三 角形 的 周 长 走 到 一 半 ?” 的 点 , 即 

43142+ 42 己 1= PiA3+ A3A1. 

设 P,P; 为 类 似 的 点 , 则 41P1, A2P2, A3Ps 共 点 ( 奈 格 尔 点 ， 
§ 291b, $§ 361). 

因为 易 得 Pi42 = 要 一 43; PiA3= 站 2 一 5 等 等 ， 
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外 忆 必 区 


第 5 淹 … : ; 


$220 定理 设 三 条 共 点 的 直线 41Pi, A2Pi,A3P3 区 三 
角形 414343 的 边 于 P ,Paz,P3; 设 PzP5 与 4243 相交 于 04, 则 
Pi,Q ;将 4343 以 相同 的 比 内 分 与 外 分 , 即 Pj,01,42,4; 成 调 
和 和 点 列 (87). 


9 P42P243 PA _ 
因为 PA PA P3d2 


而 OAs 上 243P341 |] 


ls 


QA Pad1* Pid; 
所 以 有 14> O01A, 


PilAs @i4a 

同一 关系 的 其 他 说 法 有 : 

和 221 定理 在 一 个 完全 四 角形 424;PzPs 中 , 任 一 边 ， 
如 4243, 被 它 上 面 的 对 角 线 点 , 即 01 与 Pj 调和 分 割 ,这 里 已 
是 过 另 两 个 对 角 线 点 4 与 P 的 直线 与 4243 的 交点 . 

8222 定理 在 一 个 边 为 4142,4243, 4341; Pa01 的 完 
全 四 边 形 中 ,连结 4 与 两 条 对 角 线 的 交点 P 的 直线 ,将 对 边 
4243 台 区 在 Pj) 调和 分 割 . [149] 

这 两 个 定理 在 射影 几何 中 很 重要 ， 

$223 定理 和 如果 41Pi,A2P2, 43P; 交 于 点 P,PzPa， 
PsPi,PiP2 分 别 交 4543,43A1,4142 于 01,02,03, 那 么 01， 
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0Q2, 03 共 线 . 

这 由 220 立即 推出 ,直线 810203 称 为 P 点 的 三 线性 
极 线 . 

$224 定理 候 设 同上 节 , 直 线 41P1, 4202,A303 必 交 
于 一 点 P'. 

于 是 对 平面 上 任 一 个 不 在 已 知 三 角形 A14243 边 上 的 点 
P, 有 三 个 与 它 相 关 的 点 PP , 户 ,P"; 这 四 个 点 通常 有 很 有 趣 的 
共同 性 质 . 一 个 熟 悉 的 例子 由 三 角形 的 内 角 平 分 线 的 交点 组 成 . 

系 ”由 四 点 P,P' ,P,P ”到 三 角形 各 边 的 垂 线 在 数值 上 
成 比例 ,但 正 负 号 不 同 . 

$225 定理 已 知 丙 条 鸭 定 直线 4M , 47 及 不 在 它们 上 
面 的 一 个 定点 吾 , 过 吾 任 作 两 条 直线 分 别 交 4W 于 条 ,if , 交 
AN 于 N,N', 则 MN' 与 M'N 的 交点 三 的 轨迹 ,是 过 4 的 直线 ， 
并 且 直 线 BX 被 AY 与 AN 调和 分 割 ， 


这 由 和 220 立即 得 出 :将 三 角形 AMN 和 作为 414,43,B 作为 
& 容易 证 明 每 条 过 B 的 直线 被 这 三 条 过 4 的 直线 调和 分 割 . 
四 此 ,不 在 这 两 条 直线 上 的 每 一 点 .有 -- 条 关于 这 两 条 直线 
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的 航线 (参见 8138 ,139). 

§226 ”定理 设 直 线 B82B3 平行 于 4243,4282z 与 A3B3 
相交 于 P, 则 A1P 平分 4243 与 召 : 旦 3， 

这 可 以 看 作 是 前 一 定理 的 特殊 情况 ;由 门 索 劳 斯 定理 立 基 
证 出 . 

定理 ”连结 梯形 两 底 中 点 的 直线 , 必 通 过 对 角 线 的 交点 ,也 
通过 两 王 的 交点 . 

$227 定理 设 一 个 贺 与 一 个 三 角形 的 边 变 于 Xi1, Yi， 
2 了 2 ,证 34， 3, 若 A 下 1 ,op ,A33 共 点 , 则 A1F 1, A2Y2, AaY3 
共 点 . 

因为 Xi42 了 42 = 针 3A2* 了 42, 等 等 . 

$228 定理 设 两 个 三 角形 414243, 1B2B3 内 接 于 同 
一 个 圆 ,41B81,42B2,A3B3 共 点 , 则 ,不 管 正 负 号 ， 

AiB3*A2BI* 43 且 2 

贞 于 正 负 号 含混 不 清 ,这 个 定理 前 赣 命题 不 成 立 ,因而 不 应 

使 用 ,虽然 也 有 些 几何 学 家 用 它 来 证 明 三 线 共 点 . 


三 个 圆 的 位 似 中 心 


有 229 回忆 一 下 两 个 圆 的 位 似 中 心 将 连 心 线 内 分 与 外 分 
为 半径 的 比 .如 果 有 三 个 圆 ,它们 的 圆心 成 三 角形 , 则 位 似 中 心 
的 下 列 性 质 可 由 塞 瓦 定理 与 门 奈 劳 斯 定理 立即 推出 (也 可 参见 
171 的 分 析 ). 其 中 有 一 个 相当 简单 的 定理 曾 引 起 斯 宾 塞 
(Herbert Spencer) 的 惊异 与 赞赏 0. 

a. 三 个 圆 的 外 位 似 中 心 共 线 

b. 任意 两 个 内 位 想 中 心 与 第 三 个 外 位 伺 中 心 共 线 . 

c， 设 每 个 圆 的 圆心 与 另 两 个 圆 的 内 位 似 中 心 相连 , 则 三 条 


中 参见 American Math. Monthly, YT ,May ,1921.p.229 . 
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d. 设 一 个 圆心 与 另 两 个 圆 的 内 位 似 中 心 相连 ,其 他 圆心 与 
相应 的 外 位 似 中 心 相 连 , 则 三 条 连 钱 共 点 . 
#230 ”定理 完全 四 边 形 三 条 对 角 线 的 中 点 共 线 ， 


这 个 定理 已 经 证 过 ;但 可 以 想到 ,由 门 奈 劳 斯 定理 可 以 导出 
一 个 简单 的 证 明 .下 面 的 证 法 属于 希 耶 (Hillyer) 呆 . 

用 常用 的 记号 , 令 BC ,C4' ,4'8 的 中 点 分 别 为 P,0,R. 设 
RO 交 A4' 于 上 ,RP 交 8BB' 于 MH, PO 交 CC' 于 NN ,我 们 的 尾 务 是 
证 明 上 ,M,N 共 线 ,因为 这 些 点 显然 是 相应 对 角 线 的 交点 .我们 
有 下 列 比例 式 : 

I A MR Ba NP CB 

I 古本 BC" 风 CH 
但 由 于 AB'C' 是 与 三 角形 4'BC 的 边 相 交 的 截 线 ,所 以 上 面 三 式 


中 见 Durell, Modem Ceometry ,p.85. 
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右边 的 积 为 + 1; 而 由 三 式 左边 的 积 为 + 1, 得 三 角形 POR 边 上 
的 点 上 , 贞 ,N 共 线 ， 


等 角 共 乾 点 


231 现在 我 们 引入 一 种 关系 ,借助 它 可 以 将 一 个 三 角形 
所 在 平面 的 点 两 两 配对 .对 每 个 点 ,有 一 个 共 堪 的 点 .在 这 些 点 
对 中 ,后 面 将 发 现 有 一 些 是 我 们 极 感 兴趣 的 . 

定 尽 ” 设 由 一 个 角 的 顶点 引 两 条 射线 ,与 它 的 两 边 成 等 角 ， 
划 称 它们 为 等 角 线 . 换 色 话说 ,如 果 两 条 射线 关于 一 个 角 的 角 平 
分 线 对 称 ,那么 它们 关于 这 个 角 为 等 角 线 ， 


图 特 


过 一 个 角 的 顶点 的 每 条 直线 有 一 条 确定 的 等 角 线 ;每 条 角 
平分 线 为 自 等 角 线 ,等 角 线 的 基本 定理 如 下 : [153] 
$232 定理 设计 三 角形 三 个 顶点 的 三 条 直线 交 于 一 点 ， 

则 它们 的 等 角 线 也 交 于 一 -点 . 
证 明基 塞 拟 定理 的 直接 应 用 . 设 在 三 角形 414243 中 ,A1Pi 
与 A101 是 等 角 线 , 则 
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sin AsAiPy _ sin O14A143 等 等 
sin AyA1PL sin QALA,” 
定 在 三 角形 414;As 的 平面 上 ,两 个 点 P, 人 ,如果 
满足 


TAAIP = 0A,A,, 
六 A342P = 广 Q4z41， 
实 4143P= 实 (CO4342， 
那么 疡 ,Q 称 为 关于 这 个 三 角形 的 等 前 苍 点 . 
$233 练习 由 上 面 的 定理 ,平面 上 每 一 个 点 ,一般 地 ,有 
一 个 确定 的 等 角 共 思 点 .在 平面 上 丧 意 了 到 儿 点 ,徒手 描绘 出 每 一 
点 的 等 角 共 固 点 的 位 置 .例如 一 点 夯 出 一 条 直线 ,一 个 加 ,特别 
是 通过 三 角形 两 个 顶点 的 贺 , 它 的 等 前 共 二 点 于 出 什么 图 形 ? 
验证 三 角形 一 边 上 的 点 , 它 的 等 和 角 共 辐 点 就 是 与 这 边 相 对 
的 顶点 ; 当 一 个 动 点 从 任 一 方向 趋 近 一 个 顶点 时 , 它 的 等 角 共 固 
点 趋 近 对 边 上 一 个 极限 位 置 . 
$234 定理 外 接 圆 上 一 点 的 等 角 共 恩 点 是 无 穷 远 点 , 反 
过 来 也 成 立 . 


A B 


= 


As 
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因为 设 PP 在 外 接 贺 上 ,4jP 与 42P 的 等 角 线 分 别 交 贺 于 
Pr ;Py , 则 击 定 义 , 弧 A3P 与 Pi 4 相等 ,等 等 ,因此 由 相等 弧 
易 证 41P1' 与 4;Pz 平行 . 反 过 来 ,容易 证明 通过 顶点 的 一 组 平 
行 线 的 等 角 线 相交 在 外 接 贺 上 一 点 . 

于 是 ,一 般 地 ,平面 上 的 点 两 两 配 成 等 前 共 思 的 对 .但 外 接 [154] 
圆 上 每 一 点 的 对 子 基 无穷 远 点 ,每 一 个 顶点 有 宅 个 共 e 点 ,对 边 
上 的 所 有 点 都 是 它 的 等 角 共 坟 点 .每 个 不 在 外 接 贺 上 ,也 不 在 已 
知 三 角形 任 一 边 上 的 点 ,有 一 个 实在 的 等 角 共 固 点 .特别 地 , 角 
平分 线 所 产生 的 四 个 交点 是 自 共 二 点 ,这 也 是 仅 有 的 自 共 二 点 . 

#235 定理 从 一 个 角 的 等 角 线 上 的 点 ,到 角 两 边 的 中 
离 成 反比 . 

在 图 48 中 ,由 相似 三 角形 立即 证 出 

了 PP- 002 00:. 
下 面 的 系 也 有 些 重要 : 
系 ”从 等 角 苍 点 到 三 边 的 耻 离 成 反比 , 即 
Pigdt = P292 = P393a. 

$236 定理 从 两 个 等 角 共 郝 点 到 各 边 的 垂 线 的 垂 足 在 
一 个 歧 上 #; 印 等 角 共 恩 点 有 一 个 会 共 的 垂 足 圆 , 它 的 峙 心 是 这 两 
点 连 线 的 中 点 ， 

因为 设 两 个 等 角 共 纯 点 P,0 的 重 足 三 角形 为 PJP2P; 与 
0010203( 图 43) ,我 们 有 
AsP, _ cos PAsP| cos 一 03420 Em 
AsPy cos PAsP3 cos/OAO AO1 


所 以 


AzP1- A201 = 42P34203， [15$] 
每 两 对 点 共立 . 由 $ 62a 得 这 六 个 点 在 同一 个 贺 上 .这 公共 的 垂 
足 圆 的 圆心 很 显然 是 这 两 点 的 中 点 ,对 于 外 接 贺 上 的 点 ,严格 说 
来 ,没有 垂 足 三 角形 { § 191), 也 没有 等 角 共 固 点 . 
237 定理 一 点 的 恒 足 二 鱼 形 的 边 ,年 直 于 原 三 角形 相 
一 733 一 


应 项 点 与 这 点 的 等 角 共 辆 点 的 连 线 . 

” 苑 设 P,8 为 等 角 共 轿 点 , 则 410 垂直 于 PP;. 因为 (图 
48) 设 这 两 条 直线 相交 于 天, 出 因为 41,P2,P3,P 在 一 个 加 上 ， 
详 RP34i= 诺 PP41， 

及 、 
TPAIP;= TPAIR, 
所 以 三 角形 41P2P 与 41RP; 顾 相 似 ,R 是 直角 . 
半 238 ”对 等 角 共 罩 点 ,与 反 演 的 公式 ( 旨 35) 及 密 克 点 的 公 
式 意 186 类 似 , 我 们 有 一 个 基本 的 角 的 公式 ， 
定理 设 P 与 0 为 等 角 共 本 点 , 则 
部 42PA3+ 全 42043= 次 A24143. 
(如 果 两 个 点 都 在 三 角形 内 ,这 个 公式 等 价 于 
42Ph45+ A/ A043= 180 + a.) 
因为 文 42P ,P43 = 实 A42P,a1+ 字 a1, P43， 
六 410 ,043 = 广 420 ,21+ 宁 41, 043 
= 位 @3,A2P + 守 P4s, 93， 
(由 等 角 线 的 定义 ) 
相 加 ,得 
L156] 人 守 A2PA3+ 广 A2043= 祥 &3,0] + 并 a1,02= 守 A3A 1A3. 
系 设 一 点 PP 画 出 过 三 角形 两 个 顶点 的 圆 , 即 立 42P4; 为 
定 值 , 则 它 的 等 角 共 罗 点 画 出 另 一 个 过 这 两 个 顶点 的 图 ， 
& 239 定理 ” 设 任 一 图 交 一 个 三 角形 的 边 于 Pi, 01, Pz， 
82, 户 ,03; 则 不 论 这 些 点 次 序 如 何 ， 
PPP3+ T020103+ TAA1As=0. 
因为 外 PyPiP3 = 广 P202P3= 六 4341,A142+ 立 A142, P30 
= 实 434142+ 实 030102. 
系 特别 地 ,这 些 等 式 刻 划 了 任意 两 个 等 角 共 印 点 P,0 
的 垂 足 三 角形 的 特征 . 
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$240 定理 设 任 一 圆 交 一 个 三 角形 的 边 于 Pi1, Qi1, PP， 
02,P3,0;; 则 三 个 点 的 组 PP2Pp3 与 910203 的 密 克 点 PP 与 Q 
是 等 和 角 共 二 点 名 . 
因为 我 们 有 
实 42043 = 实 424143+ 实 0O200a， 
实 4aP43= 实 434143+ 实 严 ? 疡 | P3， 
文 42PAs+ 袜 42Q43= 袜 A2A143 
t+ (PPiPy+ O0103+ TAALA3). 
但 我 们 出 刚 看 到 括号 内 的 和 为 零 ,因此 得 到 P 与 0 为 等 角 共 思 
的 条 件 
全 有 2PA3+ 福 A2043= 实 424143 ,等 等 ， 


等 距 共 琵 点 及 其 他 关系 


$241 另 一 种 关系 非常 类 似 于 等 角 共 示 ,但 远 不 如 它 重 
要 ,由 下 面 的 定理 定义 . 

定理 ” 设 由 一 个 三 角形 的 顶点 必 相 交 于 P 的 三 条 直线 ,分 
别 交 对 边 于 Pi, Pa, Ps; 在 边 上 取 4201;4382,4103 分 别 等 于 [157] 
Pi4a,P241P342 则 41014202,4303 相交 于 一 点 0 , 称 为 P 
的 等 皮 共 示 点 . 

证 明 ,基于 塞 瓦 定理 ,是 明显 的 . 

$242 定理 ”有 四 个 点 ,每 一 个 都 是 自己 的 等 距 共 罗 点 ; 
这 由 点 是 重心 及 过 三 角形 顶点 作对 边 的 平行 钱 ,这 些 线 的 三 个 
交点 (参见 和 277)， 

243 定理 ” 设 一 条 直线 交 一 个 三 角形 的 边 于 Pj, Pa:， 
Pa, 若 A1P1, A2P2, A3Ps 的 等 角 线 为 40 A202;, 430;, 则 


作风 Lachln 的 书 ,133 页 ,9,10; Gallatly 的 书 ,110 页 ; 及 Barnw， 
American Math. Monthly, 1913,p.251. 
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人 01,Q2;03 共 线 . 又 设 Ri, 2, RR 为 Pi,P2, Ps 在 相应 边 上 的 
等 距 共 生 点 , 则 它们 也 共 线 . 

8244 再 提供 一 些 关 于 等 角 与 等 距 共 酌 的 定理 与 练习 ， 

a， 三 角形 的 一 个 项 点 引出 的 两 条 等 角 线 ,分 对 边 的 比 的 积 
是 一 个 定 值 ,等 于 这 顶点 的 两 条 邻 边 的 平方 的 直 { 每 84) , 即 

PE. Ga. mY) 
PiAs QiA3 4143 

b， 设 一 个 蕊 知 点 关于 一 个 已 知 的 三 角形 的 各 边 反射 , 则 过 
三 个 反射 所 得 的 点 的 加 ,圆心 是 已 知 点 的 等 角 共 辐 点 ( $236). 

cc， 在 $199 中 ,我 们 看 到 如 果 两 个 三 角形 内 接 于 同一 个 
圆 ,并 且 对 应 顶点 的 连 线 交 于 一 点 严 , 那 么 每 一 个 三 角形 与 亚 
关于 另 一 个 的 垂 足 三 角形 相似 ， 

试 进一步 证 明 ,P 作为 一 个 相似 三 角形 的 点 ,与 它 在 另 一 
个 三 集 形 中 的 等 角 共 固 点 互 为 对 应 点 . 

d. 三 角形 的 一 条 高 ,与 过 同一 个 顶点 的 外 接 圆 半径 是 等 
角 线 . 

e. 三 角形 一 个 顶点 引出 的 两 条 等 角 线 ,一 条 的 长 算 到 它 与 
对 边 的 交点 ,一 条 算 到 它 与 外 接 图 的 交点 , 则 它们 的 积 等 于 这 个 

[158] 顶点 的 两 条 邻 边 的 积 ， 

作为 这 个 定理 的 特殊 情况 ,我 们 可 以 注意 $101 与 $9( 稍 
有 改动 ) 的 定理 . 

f. 作 一 个 三 角形 ,使 它 的 一 条 边 在 一 条 已 知 直 线 上 , 另 两 
条 边 各 通过 一 个 已 知 点 ,并 且 其 他 两 个 已 知 点 是 等 角 共 枉 点 . 


杂 题 


$245 定理 设 4IPi,4zP:,43P3 相交 于 己 ,P 在 4243 
上 ,等 等 . 作 Pi0; 平行 于 3 交 a2 于 @a2,P203 平行 于 好 交 | 
于 Q3,PaQ1 平 行 于 6 交 ef 于 01; 则 二 1 四 1 4A202,A303 必 交 
于 一 点 ， 
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类 似 地 , 设 PiR; 平 行 于 az, 等 等 , 则 ALR1,A2R;, 43R3 相 
交 于 一 点 丰 . 

在 同一 个 国 中 , 设 晓 为 重心 , 则 4A1P,A2M ,A3Q 共 点 ， 
4 忆 ,43 玫 ,4 于 也 共 点 ;等 等 . 

三 角形 PLP2Pa,010203, RiRzRs 面积 相等 (参见 $107). 

&246 设 O01,0;3,03 为 三 角形 414243 的 边 的 中 点 ,对 三 
角形 01030; 应 用 塞 瓦 与 门 奈 劳 斯 定理 ,我 们 可 以 获得 很 多 定 
理 , 下 面 的 就 是 典型 的 例子 ; 

从 已 知 三 角形 的 顶点 各 作 一 条 直线 与 对 边 相交 ,连接 这 条 
线 的 中 点 与 对 边 的 中 点 .如 兴 所 作 的 三 条 线 共 点 ,那么 所 连 的 三 
条 线 也 共 点 . 

在 三 角形 414243 的 三 条 边 上 分 别 取 Pi, P,P; 三 点 .如 
果 这 三 点 共 线 ,那么 41P1,42P;, 43P3 的 中 点 也 共 线 ， 

过 三 角形 414243 的 顶点 各 作 一 条 直线 1 ,1,13, 再 过 各 边 
的 中 点 01,.02, O03 分别 作 站 的 平行 线 .如果 站 ,, 瑟 交 
于 一 点 ,那么 所 作 平 行 线 也 必 交 于 一 点 ,而 且 这 两 点 是 相似 三 角 
形 414243 与 010203 的 对 应 点 ,从 而 这 两 点 的 连 线 以 三 角形 
A1424; 的 重心 为 三 等 分 点 ， 

$247 我 们 可 用 同样 方法 研究 已 知 三 角形 的 任意 一 个 内 
接 三 角形 PjP;P;. 例如， 

设 41P1,42P2,A3Ps 都 过 PP 点 ,着 |, 计 , 到; 分 别 为 PP， 
P3Pi, PiP2 的 中 点 , 则 ALXI1, A2X2, A3X3 共 点 (用 $83). 又 [159] 
D1X1,02XX2, O03X3 共 点 . 

更 一 般 地 , 设 了 ,了 ,了 为 PP3,P3Pi,PyP; 上 的 点 ,使 得 
P17, P282,P3Y3 共 点 , 则 A171,4272,A3Y3 共 点 . 

练习 ”给 出 本 章 未 证 的 命题 的 完整 证 明 , 如 有 委 219,221 -~ 
228,229,235,239,241 ~ 244,245 ~ 247. film] 
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252 由 上 面 的 定理 ,可 以 导出 许多 公式 ,表示 图 中 的 各 
个 角 与 各 条 线 的 值 . 
a, AAH= LAA =07-a;T 
LAAIH + TAATA; = 90P， 
. 守 A2HH3 = 实 454142， 
.位 A1H2H3 = AHH;3= 人 As AA [162] 
. HHIH3= 守 HAA1= 们 A438 = 立 HyHIH. 


[= 


e. AHi=aaco8a2; A4IH=2Reos al. 
f. O01= Reogay; AIH?+ AsAs: = 4R?, 
g. HHI=2Rcosacosas; 
hi= AIHI = azsine3 = 33inay, 
&253 将 上 面 的 一 些 关系 用 文字 表达 ,得 到 下 列 命题 : 
a， 定 理 外 心 0 与 重心 所 为 等 角 共 辆 点 . 
b. 定理 ”三 角形 414243 与 4182H; 道 相似 . 
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ec， 定理 ”外 心 是 它 自己 的 垂 足 三 和 角形 的 垂 心 . 
d. 定理 已 知 三 角形 的 高 与 边 平分 三 角形 HH2H; 的 内 
角 与 外 角 . 
e， 定理 半径 40 牌 直 于 ,Hi3. 
f. 定理 以 A343,41H 为 直径 的 两 个 阁 在 月 ;), Hy 正 交 . 
因为 设 HT 与 以 ALH 为 直 和 从 的 圈 相 切 , 则 
袜 A2H3T = 字 A1H2H3= 守 A3AsH,, 
所 以 ,如 果 了 在 424s 上 ,HH342T 是 等 腰 三 角形 .由 此 即 得 了 就 
是 Oi 参见 621). 
$254 定理 三 角形 的 高 上 ,从 稚 心 到 边 这 一 段 长 ,等 于 
它 的 延长 线 从 边 到 外 接 贺 的 长 , 即 设 A1H 延长 后 交 外 接 贺 于 
Hi , 则 HIHT = HF. 
因为 立即 可 得 三 角形 HH42 与 明 ,HiA2 全 等 . 换 句 话说 ,二 
关于 边 的 对 称 点 在 外 接 贺 上 . 
#255 定理 每 条 高 上 两 条 线段 的 积 相等 , 即 
HA'1* HH' = HA2* HH2 = HAs* HH;. 
几 种 证 法 都 是 明显 的 .这 个 定 积 表 示 品 关于 每 个 以 边 为 直 
径 的 圆 的 策 ; 由 254, 它 也 是 五 关于 外 接 回 的 敌 的 一 半 ; 或 由 
三 角 得 


1 =2Reosa1"2Reosarcosn3 = 4R2cosa 1co8a 200s0 a. 


系 HA Hit 0+ of) -4R?. 
因为 
HA1* HH = OA — OH? 
是 六 关于 圆 O1(014>) 的 短 ， 


但 OH + AA = (HA + HAY), ($96) 
且 HAY = 4R2 - 41432, 等 等 ， 


$256 定理 设 外 接 加 的 一 条 弦 , 与 三 角形 的 一 条 边 垂 


直 , 并 过 这 边 的 一 个 端点 , 则 它 等 于 这 边 所 对 的 顶点 到 垂 心 的 
工 离 ， 


因为 设 A3PI 垂直 于 4243,， 交 外 接 国 于 Pi1, 则 42zPi 是 
这 个 圆 的 直径 ,于 是 4241 呈 也 是 直角 ;出 瑚 4 平行 于 H43， 
知 P4 1M3 是 平行 四 边 形 . 因此 它 的 对 边 P43 与 A1H 
相等 

系 A1H=2 001. [164] 

因为 43P1=2 O10; 这 也 可 由 § 252e,f 直接 看 出 ， 

$257 定理 ( 欧 拉 } 三 角形 的 外 心 , 垂 心 ,重心 共 线 ,并 且 
重心 将 另 两 点 的 连 线 三 等 分 :2 01 = 和 7 ， 

因为 设 4101 与 08 相交 于 革 , 刚 三 角形 418X 与 010X 的 
和 角 对 应 相等 ,因而 相似 .但 

MH=2 001, 

所 以 AIX=2 XO0, HXY=2 7X0. 
这 表明 二 将 这 条 中 线 三 等 分 ,因此 二 是 重心 .这 个 著名 的 定理 
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已 经 预示 过 ,事实 上 ,我们 看 到 MM 是 顺 相 似 三 角形 414243 与 


O010203 的 位 似 中 心 ,而 它们 的 重心 分 别 为 是 与 0. 欧 拉线 
OMH 的 其 他 人 性质 将 随时 提 到 、. 

$258 九 点 罗 因为 0 与 #H 为 等 角 共 思 点 ,所 以 ( $236) 
它们 有 公共 的 垂 足 圆 ; 模 句 话说 ,高 的 足 与 边 的 中 点 都 在 一 个 圆 
上 .这 个 圆 的 圆心 是 0 ,fH 连 线 的 中 点 ;半径 是 外 接 图 半径 的 一 
半 ; 它 也 通过 A 日, 有 2 自 ,43HH 的 中 点 .这 图 称 为 九 点 圆 ,有 很 值 
得 注意 的 性 质 ,应 当 专 尽 一 章 .因此 我 们 现在 不 讨论 它 , 而 延迟 
到 第 11 章 才 进 一 步 斌 究 这 个 图 . 


垂 心 组 


多 259 ”定义 ”四 个 点 ,有 一 个 是 另外 三 个 点 所 成 三 角形 的 
垂 心 , 称 为 重心 组 . 

定理 ”在 一 个 甜心 组 中 ,每 一 个 是 另外 三 个 点 所 成 三 角形 
的 垂 心 . 

因为 如 果 妊 是 三 角形 41i4243 的 垂 心 ,那么 三 角形 4343 百 
的 高 恰好 是 4283 ,455 ,4 下 .它们 显然 相交 于 4). 

由 这 个 定理 ,这 四 个 点 具有 相等 的 地 位 .因此 ,任意 三 个 不 
共 线 的 点 确定 一 个 重心 组 ; 垂 心 组 中 的 四 个 点 互 不 相同 ,除非 其 
中 三 点 组 成 直角 三 角形 ,在 这 种 情况 ,第 四 个 点 与 直角 顶点 重 
合 . 在 所 有 其 他 情况 ,有 一 个 点 落 在 其 他 三 点 所 成 三 角形 内 .所 
成 的 四 个 三 角形 中 ,有 一 个 是 锐角 三 角形 ,其 他 三 个 是 外 角 三 
角形 . 

$260 定理 ”一 个 垂 心 组 的 四 个 外 接 圆 相等 ， 

因为 我 们 已 经 证 明 HH 与 有 HHI 相等 ;因此 三 角形 4243H 
与 4243Hi 全 等 ,它们 的 外 接 圈 也 相等 . 换 外 话说 : 

定理 ”过 两 个 顶点 和 垂 心 的 加 与 外 接 贺 相等 . 

逆 定理 在 104 已 经 讨论 过 ,那里 证 明了 四 个 相等 的 圆 的 
交点 构成 垂 心 组 . 
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$261 定理 ”一 个 甜心 组 的 四 个 外 接 圆 的 圆心 组 成 另 一 
个 重心 组 ,与 原来 的 重心 组 全 等 (参见 8 104a). L166] 


因为 图 4,43F 等 等 的 圆心 01,0;,0D; 是 0 关于 各 边 的 对 
称 点 ,所 以 DO01 是 00) 的 两 售 ,从 而 等 于 并 且 平 行 于 418; 其 他 
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的 连 线 也 是 如 此 .于 是 四 个 点 0,01,0;,0; 的 每 -一 条 连 线 等 于 
并 生平 行 于 玫 ,41,43,43 的 对 应 连 线 . 

系 ” 上 述 两 个 重心 组 中 ,对 应 元 素 的 连 线 交 于 一 点 ,并 且 蕊 
相 平 分 ,这 交点 就 是 OF 的 中 点 下 .十 二 条 其 他 的 连 线 ,如 
4103 ,0801 ,等 等 ,都 等 于 R, 并 县 平行 于 三 个 固定 方向 410， 
420 ,430， 

这 个 图 可 以 看 成 是 一 个 立体 图 形 的 照片 , 即 它 的 平面 射影 . 
这 空 体 是 一 个 平行 六 面体 , 放 在 这 样 的 位 置 ; 楼 的 射影 都 相等 . 
于 是 两 个 垂 心 组 的 对 应 点 表示 这 个 立体 对 角 线 的 两 个 端点 ,十 
二 条 其 他 连 线 表 示 立 体 的 楼 .等 边 三 角形 与 它 的 中 心 的 特殊 情 
况 , 对 应 于 立方 体 在 与 它 的 对 角 线 垂直 的 平面 的 射影 . 

$ 262 定理 迁 心 组 的 两 条 不 相 分 的 连 线 的 平方 和 ,等 于 
外 接 贺 直径 的 平方 {参见 $2521). 

$263 由 已 经 注意 到 的 事实 ; A1H 与 44; 是 两 个 正 交 圆 
的 直径, 可 以 提供 垂 心 组 的 喘 一 个 特征 .我 们 提出 : 

问题 作 一 个 三 角形 ,已 知 底 4>4 与 两 条 高 的 垂 足 HH;， 
Ha. 

显然 ,点 旧 ;, Hi 在 以 4243 为 直径 的 圆 上 ,这 是 必要 而 且 充 
分 的 条 件 . 如 果 这 个 条 件 满足 ,那么 4 与 A439; 相交 在 一 个 
确定 的 点 #41, A2H2 与 4383 相交 在 一 点 上 .于 是 旧 显 然 是 
41424s 的 重心 ,我 们 得 到 一 个 重心 组 .更 进一步 ,以 AIH 为 直 
径 的 圆 与 前 一 个 圆 正 交 ,因而 得 到 逆 定 理 ( 和 参见 $ 62f); 

定理 ” 设 两 个 图 在 P 与 0 正 交 ,AB 是 一 个 圆 的 直径 ,4P 
与 BO 相交 于 C,AQ 与 相交 于 D, 则 CD 是 第 二 个 圆 的 直 
径 , 垂 直 于 48B,4 ,8,C,D 是 一 个 重心 组 . 换 句 话说 ,两 个 正 交 
圆 内 ,两 条 互相 垂直 的 直径 的 端点 组 成 垂 心 组 . 

$264 垂 心 的 一 个 有 趣 的 性 质 是 :内 接 了 于 一 个 已 知 的 锐角 
三 角形 的 所 有 三 角形 中 , 牌 心 的 垂 足 三 角形 HH; 周 长 最 小 . 
为 证 明 这 一 定理 ,我 们 需要 下 面 的 几 个 引 理 : 
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定理 ” 设 一 个 三 角形 的 三 条 边 是 男 一 个 三 角形 的 三 条 不 共 
点 的 角 平 分 线 呈 , 则 后 者 的 顶点 为 前 者 的 高 的 惟 足 . 

有 丙种 可 能 的 情况 ,每 一 种 都 可 以 立 芭 证 出 . 

定理 ”直线 同 侧 有 两 个 已 知 点 ,从 一 个 已 知 点 到 这 直线 再 
到 另 一 个 已 知 点 的 最 短路 线 ,是 一 条 折线 , 它 的 两 段 与 这 条 直线 
成 等 角 


A 


图 54 

由 上 面 的 图 形 ,证 骨 很 明显 ,这 是 初等 几何 中 一 个 熟悉 的 
习题 . 

定理 ”在 所 有 内 接 于 已 知 锐角 三 角形 的 三 角形 中 ,三 角形 
五 1 再 2 再 3 的 周 长 最 小 ， 

因 为 外 设 PP2Ps 内 接 于 414243, PiPz> 和 PjPs 同 AyA3 
所 成 的 角 不 等 . 则 如 果 Q 是 这 样 的 点 ,使 P,Q1, P301 与 4243 
所 成 的 角 相 等 ,那么 P,P381 的 周 长 小 于 PPsP| 的 周 长 . 因 
此 ,如 果 最 小 周 长 的 三 角形 看 在 ,那么 它 的 边 与 已 知 三 角形 的 边 
所 成 的 角 相等 ,如 上 面 所 示 , 它 必须 是 三 角形 HI1H,Hs. 在 已 知 


中 ” 译 者 注 : 其 中 有 两 条 外 角 平 分 线 . 
加 ”一些 课本 中 关于 这 个 定理 的 证 明 难 免 严 房 的 批评 .我 们 的 证 明 
根据 Russel 的 书 ( 见 本 书 序 )138 页 . 
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三 角形 有 三 个 锐角 时 ,直观 上 显然 有 最 小 周 长 的 三 角形 存在 ;如 
果 三 角形 有 直角 或 钝 角 , 如 在 41, 41 的 退化 的 垂 足 三 角形 , 周 
长 比 任 一 个 通常 的 内 接 三 角形 小 . 

$265 定理 ”如果 两 个 同 底 的 三 角形 内 接 于 同一 个 圆 , 那 
么 它们 垂 心 的 连 线 平行 于 它们 顶点 的 连 线 ， 

因为 设 三 角形 为 414243 与 414243, 惟 心 为 上 时 与 H', 则 我 
们 已 经 证 过 


AIH =2 00,= AIH'’, 

所 以 A1HH'A1 是 平行 四 边 形 . 

系 ” 设 四 点 在 圆 上 ,组 成 四 个 三 角形 , 则 这 些 三 角形 的 垂 心 
组 成 的 一 个 图 形 与 已 知 点 所 成 图 形 全 等 ,对 应 的 线 互 相 平 行 , 方 
向 相反 ;每 个 已 知 点 与 其 他 三 点 所 成 三 角形 的 重心 相连 ,四 条 连 
线 共 点 ,这 点 是 已 知 图 与 过 四 个 重心 的 圆 的 连 心 线 的 中 点 ,四 条 
直线 在 这 点 互相 平分 . 

这 个 值得 注意 的 图 形 是 后 面 (§ 417) 进 一 步 研究 的 课题 .可 
以 注意 到 : 当 四 个 点 成 垂 心 组 时 ,它们 的 外 心 构成 一 个 全 等 的 图 
形 ; 另 一 方面 , 当 四 点 共 圆 时 ,它们 的 重心 构成 一 个 全 等 的 图 形 . 

$ 266 我 们 介绍 一 个 立体 图 形 , 它 与 重心 的 性 质 有 有 趣 的 
联系 . 

定理 ” 设 以 一 个 锐角 三 角形 的 每 条 高 为 直径 ,在 垂直 于 三 
角形 所 在 平面 的 平面 内 画 半 圆 , 则 这 些 圆 相交 于 一 点 P,P 在 
过 HH 并 且 垂 直 于 三 角形 平面 的 重 钱 上 ,并且 三 角形 的 每 一 条 
边 , 每 一 条 高 ,以 及 任 一 条 由 顶点 引 到 对 边 的 线段 ,都 在 P 点 张 
成 直角 , 

因为 下 对 这 三 个 以 高 为 直径 的 圆 的 宕 相等 ,所 以 这 些 圆 的 
过 互 并 且 垂 直 于 直径 的 菠 相 等 .显然 任 一 条 高 在 PP 点 张 成 直 
角 . 要 证 明 对 于 边 同样 结论 成 立 , 我 们 计算 加 P? 与 加 P?, 得 出 
它们 的 和 是 42432; 因 此 42P43 是 一 个 直角 三 角形 .于 是 4,P 垂 
直 于 42P 与 43. 从 而 垂直 于 它们 所 在 的 平面 .因为 直线 P41， 
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P42, P43 互相 牌 直 ,我 们 可 将 这 个 图 形 看 作 是 一 个 立方 体 被 一 
个 倾斜 的 平面 从 角 上 切 下 的 一 块 . 反 过 来 : 

定理 ” 设 三 个 互相 垂直 的 平面 被 一 个 倾斜 的 平面 所 截 , 则 
三 个 平面 的 会 共 点 在 截面 上 的 射影 是 所 形成 的 三 角形 的 重心 . 

§267 在 $1 与 $230 已 经 证 明 完 全 四 边 形 的 中 点 共 线 . 
现在 我 们 重新 建立 这 个 定理 ,并 加 上 一 些 进一步 的 扩充 ， 

定理 ”三 角形 的 垂 心 , 是 所 有 过 任 一 条 高 的 两 个 端点 的 加 
的 根 心 . 换 句 话 说 , 设 B81, B82, 8B; 为 三 角形 414243 相应 边 上 的 
点 , 则 以 4 是,425243 且 5 为 直径 的 圆 ,以 上 H 为 根 心 . [170] 

这 只 不 过 是 § 255 的 另 一 种 复述 . 

定理 ” 设 在 三 角形 414243 的 边 上 取 三 个 共 线 的 点 Bi， 
号 > ,号 3, 则 以 A41B1,42Bs,A3B3 为 直径 的 圆 共 输 . 


图 55 


因为 首先 三 角形 AlAsAd3, AIB2B3, A2B3B,, AsBIB, 的 条 
心 不 重 合 .我 们 已 经 知道 414243 的 重心 下 是 三 个 图 的 根 心 . 而 
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考虑 三 角形 418283, 在 它 的 边 上 有 点 Bl,423,43; 它 的 垂 心 叶 
关于 以 A1B1,438B1,A3B3 为 直径 的 圆 的 等 相等 .这 样 继续 下 去 ， 
这 三 个 圆 以 这 四 个 三 角形 的 重心 为 根 心 ,因此 它们 共 轴 ,这些 牌 
心 在 它们 的 根 轴 上 . . 

§268 因此 ,我 们 一 举 得 到 下 面 的 两 个 定理 ,每 一 个 都 具 


L171] 有 相当 的 价值 : 


南 斯 (Gauss) 与 波 登 密 勒 TBodenmiller) 定 理 以 完全 外边 
形 的 对 角 线 为 直径 的 圆 共 轴 、. 

定理 ”完全 四 边 形 揭 四 个 三 角形 的 垂 心 在 一 条 直线 上 ,这 
直线 就 是 上 面 所 说 的 圆 的 根 轴 。. 

#269 定义 两 条 直线 4PR 与 403 的 两 条 截 线 Po 与 
RS ,如 果 与 它们 成 等 角 如 下 : 

APO = RSA; 

换 句 话说 ,三 角形 APQ 与 4SR 逆 相 似 , 那 么 这 两 条 截 线 称 为 关 
于 这 两 条 直线 道 平行 ， 

a， 定理 ”两 条 线 关于 一 个 角 的 两 边 逆 平行 , 当 且 仅 当 它们 
与 这 角 的 平分 钱 依 相 反方 向 成 癌 样 的 角 ， 
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b. 定理 设 PO 与 RS 关于 PR 与 03 道 平 行 , 则 后 者 关于 
前 者 逆 平 行 . 

ec， 定理 ” 想 设 同 前 ,P,0,R,5 共 圆 ; 反 过 来 也 成 立 ， 

$270 a. 定理 三 角形 两 条 商 的 垂 足 的 连 线 ,与 第 三 条 
边 道 平行 . 

b. 定理 三 角形 外 接 圆 在 一 个 项 点 处 的 切线 ,与 对 边 道 平 行 . 


1 
EN 
CS 
图 57 
c. 定理 ”HF 的 恒 足 三 角形 的 边 ,分 别 平行 于 外 接 圆 在 各 
个 项 点 处 的 切线 . 
d. 定理 ”外接 圆 的 过 一 个 项 点 的 半径 ,垂直 于 所 有 与 对 边 [172] 
道 平行 的 直线 ;特别 地 ,三 角形 HH 的 边 与 相应 的 半径 垂直 
(参见 $250,251). 
$271 秆 心 重心 的 性 质 不 如 垂 心 的 性 质 那么 有 趣 .我 们 
只 考虑 它 的 少数 定理 ,简要 地 讨论 某 些 与 它 有 些 类 似 的 其 他 点 ， 
$272 定理 每 一 条 中 线 将 兰 角 形 分 为 等 积 的 两 份 ;所 有 
中 线 在 一 起 将 三 角形 分 为 等 积 的 六 份 .重心 与 顶点 的 连 线 ,分 三 
角形 为 等 积 的 三 份 . 
系 重心 类 各 边 的 垂 线 与 边 长 成 反比 ， 
pripaip3= 二 


2 
因为 QP1= 02p2= 43p3=5 3a. 
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#273 定理 六 到 任 一 条 直线 的 雍 离 ,等 于 三 个 顶点 到 
同一 条 直线 的 有 卡 离 的 代数 和 的 三 分 之 一 . 

因为 设 4 ,42,43, 财 ,Di 到 直线 好 的 重 钱 分 别 为 d), di， 
ds3,d,d' ,由 简单 的 比例 得 


d= dit$(d ~ 4d) d= 让 (d+ d3), 


因此 d= $3(dit ds+ ds). 

系 ” 设 作 一 直线 使 三 角形 三 个 顶点 到 它 的 距离 的 代数 和 为 
零 , 则 它 通过 重心 .所 有 这 种 和 为 定 值 的 直线 都 与 一 个 以 时 为 
圆心 的 加 四 切 . 

8274 为 一 致 起 见 ,我们 定义 一 条 直线 上 的 三 个 点 4 , 吾 ， 
C 的 重心 为 满足 

[173] MA + MBE + MC=0 

的 点 虹 . 

按照 这 一 定义 , 设 P 为 直线 48C 上 任意 一 点 , 则 


PH= (PA + Ph +PC). 


又 由 三 个 已 知 点 有 4,8,C 中 任 一 点 到 其 他 两 点 的 中 点 的 线 
受 ， 被 好 三 等 分 1 并 且 它 适合 和 273. § 273 中 所 表示 的 性 质 将 


i 


所 以 PH+ PA + PAyY =3 PH + 3 af+ 名 m3+ 寺 m3. 
也 m3= 汪 (2af+ 2a4— a4), WA3= ma. 


因此 最 后 得 到 所 说 的 结果 . [174] 
系 重心 是 平面 上 到 这 个 三 角形 的 顶点 前 距离 的 平方 和 为 
最 小 的 点 .一 个 点 ,到 各 顶点 的 距离 的 平方 和 为 定 值 , 则 它 的 轨 
迹 是 以 重心 于 为 圆心 的 圆 . 又 
7 
和 276 定理 设 一 个 三 角形 的 顶点 在 另 一 个 三 角形 的 边 
上 ,并 将 它们 分 成 同样 的 比 , 则 这 两 个 三 角形 有 共 向 的 重心 ( 参 
见 音 170, 及 477 以 下 ). 


设 B81,B2,B3 在 A14243 的 边 上 ,使 


Bis2> BaAs BasA! m 
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在 4343 上 取 点 让 1， 使 计 143 = AzB!, 则 BX 平行 于 4&2， 
B31 平行 于 4143; 因 此 A1B; 与 BT 相等 且 平 行 .连接 D 与 
P3, 忆 是 BiB2 的 中 点 ,01 是 A243 的 中 点 ,因而 也 是 B81 的 
中 点 .DiP3 平行 于 B23, 并 等 于 它 的 一 半 ; 因 此 01P; 平行 于 
B341; 并 等 于 它 的 一 半 . 所 以 A101 与 B3Pps 在 叶 点 互相 三 等 
分 ,这 就 是 所 要 证 的 . 

这 个 证 明基 本 上 属于 去 尔 曼 (Fuihrnann) , 它 可 以 逆 推 ,因而 
产生 道 定理 . 

定理 ” 设 一 个 三 角形 内 接 于 另 一 个 ,它们 的 重心 重 会 , 则 前 
者 的 顶点 将 后 者 的 边 分 为 相等 的 比 . 

和 277 外 中 线 过 三 角形 的 每 一 顶点 有 一 条 直线 , 它 的 性 
质 非常 类 似 于 中 线 .这 样 的 直线 称 为 外 中 线 , 我 们 有 一 些 关 于 中 


[175] 线 与 外 中 线 的 定理 


定义 ”过 三 角形 的 一 个 顶点 ,平行 于 对 边 的 直线 称 为 外 中 
线 .两 条 外 中 线 的 交点 , 称 为 旁 重心 . 

这 是 各 224 的 一 般 定理 的 一 种 情况 .这 定理 的 另 一 个 例子 
是 角 平 分 线 .希望 读者 不 仅 注意 到 中 线 与 外 中 线 ,重心 与 旁 重心 
的 性质 的 类 似 之 处 ,而 且 注 意 到 将 中 线 与 外 中 线 的 图 形 作为 整 
体 , 与 角 的 内 、 外 角 平 分 线 之 间 的 类 似 之 处 ， 

定理 每 个 顶点 引出 的 中 线 通 过 这 点 廊 对 的 旁 重心 .从 外 
中 线 上 一 点 到 两 条 邻 边 的 距离 与 这 两 条 边 的 长 成 反比 .从 一 个 
外 重心 到 三 边 的 距离 与 这 三 边 的 长 成 反比 .中 线 分 对 边 的 比 为 


1, 外 中 线 分 对 边 的 比 为 + 1. 中 线 被 重心 分 成 的 比 为 -二 ,被 


旁 重心 分 成 的 比 为 + 过 ,以 原 三 角形 的 底 为 底 ,一 个 旁 重心 为 顶 


点 的 三 角形 ,面积 都 相等 .最 后 , 设 好 ' 为 与 4 相对 的 旁 重心 ,PP 
为 插 意 一 点 , 则 
PA + PA — Patt= PM + MA + MA MAL. 
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极 贺 


278 定义 ”一 个 三 角形 的 极 圆 , 是 以 三 心 为 天心 ,半径 
由 ( § 255) 
rz = HA HH = 型 = HAs*: HH’; 


= -4Ricosa 1cosarcosa = 六 (ai+ a3 + a4) -4R? 

给 出 的 圆 ,由 此 , 仅 在 三 角形 有 一 个 钝 角 时 , 才 有 实 的 极 圆 存在 . 
对 钝 角 三 角形 ,我 们 可 以 立即 建立 如 下 的 定理 : 

定理 ”关于 极 图 ,三 角形 的 每 个 顶点 与 从 它 所 引出 的 高 在 
对 边 的 垂 足 , 互 为 反 演 点 ;每 条 边 是 所 对 顶点 的 极 线 .一 条 过 的 
反 形 是 一 个 国 , 以 所 对 的 项 点 到 重心 的 连 线 为 直径 . 以 三 角形 尾 
一 边 为 直径 的 圆 ,经 过 这 个 反 演 不 变 , 因 此 与 极 圆 正 交 .更 一 般 
地 ,通过 一 个 顶点 及 这 点 所 引出 的 高 的 垂 足 的 图 , 即 以 从 顶点 引 
到 对 边 的 线段 为 直径 的 圆 ,经 过 这 个 反 演 不 变 , 并 与 极 贺 正 交 ， 
外 接 圆 关 于 这 个 极 圆 的 反 形 是 九 点 圆 ( § 258). 


HH 


-As Hi1 43 


团 00 


#279 定理 三 角形 关于 它 的 极 辑 是 自 共 辐 的 ( § 143); 
反 过 来 ,一 个 加 是 自 共 卉 三 角形 的 极 圆 . 
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#280 在 一 个 垂 心 组 中 ,组 成 的 四 个 三 角形 有 三 个 是 钝 角 
三 角形 ;例如 设 A1424; 是 一 个 钝 角 三 角形 ,六 是 它 的 垂 心 , 则 
三 角形 4243 于 ,43415,4142 有 有 实 的 极 贺 ,圆心 分 别 在 Al， 
AAA3， 

定理 ”一 个 垂 心 组 的 任意 两 个 极 贺 正 交 . 

因为 设 m:,rs 为 两 个 极 贺 的 半径 ,它们 的 圆心 分 别 为 4:， 
43， 则 

r3= AsHI" A2A3, rg=A3Hi* AsdA2= HiAs' 143， 
r+r3= (AHI+ HiA3)" ArAs = AsAY, 

这 就 是 正 交 的 条 件 ， 

定理 ”任意 两 个 极 园 的 根 轴 是 第 三 个 顶点 引出 的 高 ， 

$281 暂且 承认 * 虚 圆 "的 存在 ;这 样 的 加 有 一 个 实 的 贺 
心 , 而 兴 径 的 平方 是 负 值 .于 是 ,如 上 面 所 说 ,一 个 垂 心 组 的 三 角 
形 有 四 个 极 圆 ,三 个 实 的 ,一 个 虚 的 ,四 个 中 任 两 个 正 交 .上 反 过 
来 ,如 果 四 个 图 互相 正 交 ,它们 的 圆心 是 一 个 垂 心 组 ,除非 是 将 
要 提 到 的 退化 情形 . 一 个 关于 这 种 组 的 有 趣 的 定理 是 : 

定理 ” 设 依 次 地 关于 四 个 互相 正 变 的 国 的 每 一 个 施行 反 
演 , 则 每 一 个 点 回 到 原来 的 位 置 . 

因为 设 我 们 将 这 图 形 箱 化 ,使 这 由 个 圆 中 的 两 个 变 为 互相 
垂直 的 直线 .这 时 可 以 看 到 另 两 个 是 以 这 两 条 直线 的 交点 为 图 
心 的 同心 圆 ,半径 是 rz,r3, 而 中 + 咏 =0, 对 这 个 特殊 图 形 , 定 理 
容易 证 明 ,因此 它 对 一 般 图 形 也 成 立 . 

8282 考虑 由 四 条 直线 ,每 两 条 不 互相 垂直 ,确定 的 三 角 
形 的 极 圆 .我 们 看 到 其 中 至少 有 两 个 是 钝 角 三 角形 ,四 个 也 可 以 
全 是 钝 角 的 ,考虑 其 中 一 个 ,如 A'B'C' ,在 它 的 各 边 上 有 三 个 共 
线 的 点 4, 8,0. 我 们 已 经 看 到 4'B8'C' 的 极 贺 与 以 A4', BB'， 
CC 为 直径 的 圆 正 交 ,因此 ,对 于 8 267 中 的 定理 ,又 增加 了 新 的 
内 容 . 

定理 ”完全 四 边 形 的 各 个 三 角形 的 极 圆 ,组 成 共 轴 贺 组 ,与 
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以 对 角 线 为 直径 的 加 共生. 

8283 练习 ”我们 再 举 一 些 零散 的 定理 与 练习 ,作为 本 章 
的 结束 ， 

a. 时 2H 的 垂直 平分 线 必 过 O01. 

hb. 从 五 :五 3 ,等 等 ,的 中 点 分 别 作 4243;, 等 等 ,的 垂 线 ,这 些 
垂 线 交 于 一 点 . 

ce. 设 由 一 个 三 角形 的 三 个 顶点 所 作 的 共 点 线 的 交点 ,也 是 
这 些 直线 与 对 边 的 交点 的 密 克 点 , 则 这 些 直线 一 定 是 高 . 

d， 设 锐角 三 角形 的 三 条 高 ,延长 后 与 外 接 圆 相交, 则 以 这 
三 条 弦 为 对 角 线 的 六 边 形 面 积 是 原 三 角形 的 两 入 ， 

8 284 设 一 个 三 角形 的 底 424s 及 外 接 较 的 半径 RR 为 已 
知 , 则 第 三 个 顶点 的 轨迹 显然 是 一 个 半径 为 R 的 ,通过 4 与 
4A; 的 圆 . 

a， 在 这 个 图 中 ,得 心 的 轨迹 是 什么 ? 重心 的 轨迹 是 什么 ? 

b， 设 顶点 41 及 4142,414; 的 方向 为 已 知 ,及 也 为 已 短 ， 
则 0 的 轨迹 是 以 4 为 圆心 ,R 为 半径 的 贺 . 这 时 ,五 的 轨迹 是 
什么 ? 时 呢 ? 其 他 点 呢 ? 

c， 设 二,H;, H; 的 位 置 为 已 知 , 则 4A1,4;,43 可 以 求 出 . 
它们 是 唯一 确定 的 码 ? 

d.， 设 01,0;3,03 为 已 知 , 则 三 角形 414343 可 唯一 确定 ; 
设 Hi,02,03 为 已 知 ,结论 同样 成 立 .但 如 果 给 出 如 像 H,, Hi;， 
D1 这 样 的 点 ,可 能 无 解 ,除非 O 到 ,Hi 的 距离 相等 ( 参 克 
a) .这 时 三 角形 是 二 确定 的 ,每 个 顶点 都 在 同一 个 确定 的 欧 上 . 

§285 a. 设 一 个 变动 的 三 角形 内 接 于 -个 定 图 , 底 A24， 
男 定 , 则 上 与 男 一 个 定 阅 相 切 ， 

因为 HH3 是 以 4243 为 直径 的 定 贺 的 一 条 长 为 一 定 的 驼 . 

b. 在 一 个 垂 心 组 中 ,四 个 三 角形 的 重心 也 梅 成 一 个 垂 心 
组 ,与 原 玲 心 组 位 似 , 相 似 比 为 1:3， 

*。， 懂 由 个 于 前 形 的 于 点 作 条 平行 线 , 则 它们 司 外 接 贺 
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的 交点 组 成 一 个 与 原 三 角形 全 等 ,但 方向 相反 的 三 角形 . 

d. 设 两 个 全 等 并 且 方 向 相同 的 三 角形 内 接 于 同一 个 加 , 则 
对 应 边 的 交点 所 组 成 的 三 角形 与 这 两 个 三 角形 顺 相似 ;这 加 的 
圆心 是 公共 的 密 克 点 ,也 是 这 新 三 角形 的 重心 . 

因为 设 4:43 交 B2B3 于 C1; 等 等 , 则 容易 看 到 A1, Bi, C2， 
C3,0 共 圆 ,0 是 密 克 点 .但 我 们 知道 0 的 一 个 密 克 三 角形 , 即 
它 的 重 足 三 角形 ,与 4;4243 相似 ,并 以 0 为 重心 . 

e. 设 由 三 角形 的 顶点 各 作 一 条 线 ,与 对 边 所 成 的 角 都 相 
等 , 则 这 三 条 线 围 成 的 三 角形 与 原 三 阴 形 相似 , 它 的 外 心 是 H， 

f， 设 一 个 四 边 形 48CD 的 对 角 线 相交 于 天 , 则 加 ABK， 
BCK , CPK , DAK 的 更 心 组 成 一 个 平行 四 边 形 , 边 平行 于 原 四 边 
形 的 对 角 线 . 

反 过 来 , 设 PORS 为 平行 上 四边形 , 反 为 任意 一 点 , 则 以 P， 
0 ,二 ,5 为 圆心 的 ,过 下 的 贺 , 顺 次 相交 于 #4,8,C,D 四 点 , 恰 
好 使 得 AC 与 8D 相交 于 天 ， 

g. 设 三 角形 的 一 边 为 一 个 已 知 加 的 固定 切线 , 另 一 边 为 这 
圆 的 变动 的 急 线 ,第 三 边 为 切 点 弦 , 则 垂 心 的 轨迹 是 一 个 加 ,与 
已 知 圆 相等 ,圆心 为 固定 切线 的 切 点 . 

因为 我 们 知道 由 三 角形 的 外 心 到 动 切线 的 垂 线 等 于 已 知 圆 . 
半径 的 一 半 ,再 应 用 8 256. | 

用 286 ”下面 的 哈 格 (Hagge) 定 理 吕 ,不 难 证 明 . 

由 三 角形 的 顶点 到 对 边 引 共 点 的 线 县 ,以 它们 为 直径 作 圆 ; 
过 互 作 这 些 线 的 垂 线 ,与 相应 的 圆 相交 , 则 六 个 交点 在 一 个 加 
上 , 轿 心 是 共 点 线 的 公共 点 P， 

在 同一 图 中 ,上 述 过 二 的 直线 与 以 三 角形 的 边 为 直径 的 贺 
相交 ,六 个 交点 在 一 个 圆 上 ,圆心 关于 三 角形 0.,020s @, 与 P 
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外” 译 者 注 : 原 文 为 414a43, 般 误 . 
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点 在 三 角形 442z43 中 的 位 置 相对 应 . 
以 这 些 共 点 线 为 直径 的 图 与 以 三 边 为 直径 的 圆 相 交 于 六 
点 ,这 六 点 也 共 辆 . 
练习 ”本章 中 下 列 命题 完全 未 证 或 未 证 完全 ,请 读者 补 全 
证 明 : 8250 ~ 253,255,262 ~ 264,266,269 ,270,272.276,.277 ， 
278 .279 .283 ~ 286. [181] 
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§287 本 章 研 究 三 角形 的 角 的 平分 线 的 交点 ,及 圆心 在 这 
些 变 点 并 且 与 三 角形 各 边 相 切 的 圆 中 . 

我 们 已 经 知道 三 角形 内 角 的 平分 线 交 于 一 点 1, 称 为 内 心 ， 
它 到 三 角形 各 按 的 距离 相等 ;以 内 心 为 辆 心 并 且 与 各 达 相 切 的 
加 , 即 内 切 圆 , 它 的 半径 记 为 p. 类 似 地 , 任 一 条 内 角 平 分 线 与 男 
两 个 顶点 的 外 角 平 分 线 交 于 三 角形 外 的 一 点 ;这 样 的 三 个 点 称 
为 旁 心 : 相 应 的 与 三 角形 各 边 相 切 的 贺 称 为 旁 切 图. 在 A11 上 
的 旁 心 记 为 了 ,以 子 为 辆 心 的 旁 切 辆 半径 记 为 p. 用 蔬 表 未 内 
角 平 分 线 4 于 与 4243 的 交点 ,| 为 外 角 平 分 线 4 ”与 
4243 的 变 点 . 

288 ”一些 关于 内 心 与 旁 心 的 定理 ,可 以 由 上 一 章 的 结果 
立即 推出 . 

定理 ”三 角形 的 内 心 与 旁 心 成 一 个 垂 心 组 ; 反 过 来 ,一 个 三 
角形 的 顶点 与 重心 是 高 的 重 足 所 成 三 角形 的 旁 心 与 内 心 
{ 和 253d) . 

4289 我 们 知道 A 与 417 互相 短 直 ; 与 分 
4243 为 比 4i4da2:4i4d3 .于 而 的 角 的 关系 不 难 证 明 ; 

bl 人 一 1802 ~ ai=ary+as, 


中 29 ~307 可 以 略 去 ,不 影响 前 后 的 联系 . 
一 458 一 


2Phmn= 计 211 六 =90p - 


LA = -= AA, 


I 六 5 = 小， 
4Xi4z=a+ 字 =180 -a 多 
L1410=*3 全， 
A A =90 + 
对 每 一 个 旁 心 ,有 类 似 的 关系 ,该 修改 的 地 方 适 当 覆 改 即 可 . 便 
如 [L183] 
ym 2+ oa 
一 1 了 = 一 2 


$290 三 角形 边 上 由 内 切 阅 与 旁 切 圆 的 切 点 所 确定 的 线 
段 ,可 以 简单 地 用 周 长 的 一 半 * 来 表示 , 即 , 不 计 代 数 的 正 负 ， 
有 : 


一 i139 一 


41 有 =443= ATS = AAJ = A Y = A , 
s— ai=A= A = A = A = A3f? = 43 开 ， 
s— 2= Azl3= Ash = A = A = A1JY = AJY, 
5— a3=Ai= Aly = A = A = A273 = Af. 


这 些 都 可 以 根据 圆 外 一 点 向 男 所 引 的 切线 相等 ,用 代数 方 
法 导出 .例如 , 设 


克之 #1 1 呈 = AiB, y= A13= Al, = 二 二 下 af 三 3f2, 


则 y+z=al,2+%=a xX+y= 0, 


解 这 方程 组 ,得 


2x = az+ 43- di 等 等 . 
系 


=a N= a = 1, 


N11 = G1- 03, J = a2+ 3, 


OD = 方 (a2- oa)， OW = D(a2+ a3). 

5291 几何 方面 的 系 

a. 连接 三 角形 的 顶点 与 内 切 圆 切 点 的 直线 交 于 一 点 ( 约 尔 
了 刚 (CGergonne) 点 )， 

b. 连接 三 角形 的 顶点 与 旁 切 圆 切 点 的 直线 交 于 一 点 { 灰 格 
尔 (Nagel) 点 , 见 旬 361). 

{184] c， 的 尔 刚 点 与 夺 格 尔 点 为 等 中 共 轿 点 . 

d. 更 一 般 地 ,连结 顶点 与 内 切 圆 、 旁 切 圆 切 点 的 直线 ,可 分 
为 八 组 ,每 组 三 条 交 于 一 点 , 八 个 交点 成 四 对 等 虑 共 辆 点 . 

e. 在 上 述 切 点 必 三 角形 的 边 的 垂 线 , 这 些 垂 线 相 交 于 内 
心 , 旁 心 及 其 他 四 点 . 

这 些 新 的 点 是 内 心 与 旁 心 所 成 垂 心 组 的 外 接 圆 的 圆心 . 

f. 设 B1,B2, 8B3 为 三 角形 414243 的 旁 心 , CCy,C 为 三 
角形 B;B28; 的 旁 心 , 等 等 ;证 明 这 样 得 到 的 三 角形 越 来 越 慷 近 

一 -一 150 一 - 


等 边 三 角形 . 

(将 每 个 角 表 示 为 560 上 xy 的 形式 ,应 用 239 中 最 后 的 等 
式 .) 

$292 用 P, 表示 和 角 平 分 线 411 与 外 接 圆 的 交点 , 即 强 
4243 的 中 点 ;用 01 表示 Pi 的 对 径 点 ,外 角 平 分 线 4"J ”与 
外 接 圆 在 这 里 相交 ， 

定理 ”以 了 了 为 直径 的 圆 过 4), 43; 它 的 圆心 是 Pi, 它 的 半 
径 是 


图 刀 
因为 显然 1 A237 与 143J' 都 是 直角 ,所 以 以 1 了 ' 为 直径 的 圆 
过 42,43. 这 个 圈 的 圆心 在 了 J 上 ,也 在 4244 的 垂直 平分 级 上 ，[1851 
因此 是 Pj. 关 于 半 乱 的 公式 可 以 立即 得 出 . 


一 16 一 


定理 以 J "为 直径 的 圆 过 42,43; 它 的 圆心 是 901, 半径 


站 1 


F 三 


[rt 
- a =2Reos 了 
Sn 3 
系 ”本 节 所 说 的 两 个 圆 正 交 . 
&293 应 当 注 意 到 上 面 的 圆 就 是 5251 讨论 过 的 圆 ,有 关 


的 垂 心 组 是 了 7 ”I 很 多 推论 都 是 显而易见 的 ; 


Fr 1 加 _ el 
a. 了 = a 4Rsin 2 
COS 2 
b, Asi =T J'sinAsd2] =4Rsin sin 字 ， 


p=4Rsin Fsin sin 2. 


C， 五 1 有 = PX Pd, Ot= OROIR. 

d. TT R= RO 和 可 

因为 TX = XA3" EIA = KIA NIP. 

$294 问题 已 知 0,1, 了 的 位 置 , 求 作 三 角形 . 

$ 295 定理 中 外 接 圆 与 内 切 贺 的 半径 ,及 它们 的 圆心 席 
由 下 面 的 等 式 联系 : 


R?- d=2Ro, 
1 1 上 
R-dtR+id™p. 
每 一 个 等 式 可 由 另 一 个 用 代数 方法 推出 :我 们 只 证 明 第 一 
个 .我 们 立即 看 出 { 图 包 2) 三 角形 Q1P14;2 与 A11 1 相似 ,所 以 


CIB1 y= 天 4 417. 


[186] 即 


由 此 立即 得 出 


中 ”关于 这 个 重 要 定理 的 早期 历史 ;LL Mackay , Proceedings of Edin- 
ur Math .Sevicty .YY ,1886 - 1987 ,p.62. 
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2Ro = AyI* Pi = R*~ qd?. 
类 似 地 , 设 di 为 0 与 旁 心 站 的 了 距离 , 则 
1 1 1 
28p1= dt - R’, Fr Rt dpr 

对 正 负 号 作 适 当 约 定 ,这 两 个 命题 可 以 看 作 是 本 节 定 理 的 
等 价 形式 . 遵 定理 :如 果 两 个 圈 通 侣 上 面 的 一 个 等 式 ,那么 几 有 
一 个 三 角形 内 接 于 一 个 圆 ,并 与 另 一 个 圆 外 切 ,这 道 定 理 可 以 由 
同样 的 图 (图 62) 证 出 ,但 稍 有 困难 ,我 们 提供 另 一 个 利用 反 演 
的 证 法 . 

和 296 定理 设 以 三 角形 的 内 切 贺 为 反 这 图 作 反 演 , 则 三 
角形 的 边 与 外 接 贺 变 成 相等 的 加 ,直径 为 p;4243 的 反 形 是 以 也 
为 直径 的 加 ,外 接连 的 反 形 是 过 三 角形 方 闫 六 省 边 中 点 的 圆 . 

因为 4112,4113 是 内 切 们 的 切线 ,所 以 4 的 反 演 点 是 [1 
的 中 点 ,应 当 注 意 这 这 样 三 个 中 点 的 圆 是 三 角形 上 1213 的 九 点 
圆 ( $258 及 $104a) ,由 关于 一 个 已 知 圆 反 演 时 痢 的 半径 公式 
(71) 可 知 , $295 的 逆 定 理 是 本 定理 的 系 . 

$29%7 ”定理 设 两 个 圆 O(R) 与 I[(p) 有 如 下 关系 : 

R?- OF =2Ro, [187] 
贴 可 以 作 一 个 三 角形 ,顶点 在 第 一 个 国 上 ,而 边 与 第 二 个 圆 相 
切 ; 这 样 的 三 角形 有 无 穷 包 个 ,第 一 个 圆 上 的 任意 一 点 都 可 以 作 
为 一 个 项 点. 

关于 第 二 个 圆 作 反 演 , 设 第 一 个 圆 变 为 以 0' 为 圆心 ,R' 为 
半径 的 圆 , 则 由 $71， 


2 
R'=——R 
Of- R: 


因此 根据 假设 , R' = 广 p. 设 4 为 这 个 新 闻 上 的 任意 一 点 ,又 设 
以 p 为 直径 ,过 了 与 4 的 两 个 圆 交 这 个 图 于 尺 ,和 ,并 切 圆 
co) 于 Zr. 我 们 容易 证 明 4',B',C' 是 内 接 于 贺 1p) 的 三 角 
形 YZ 的 边 旬 中 点 5 ,4 B', 忆 构成 一个 系 心 组 . 安 回 原来 的 
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图 形 ,我 们 得 到 三 条 直线 ,与 贺 1(p ) 在 区, 了 ,2Z 相 切 ,与 原来 的 
圆 O(R) 相 交 于 4,B,C. 

系 ”如 果 两 个 圆 可 以 允许 一 个 三 角形 内 接 于 其 中 一 个 圆 并 
与 另 一 个 圆 外 切 ,那么 就 会 有 无 穷 多 个 这 样 的 三 角形 

上 面 所 给 的 公式 与 125 公式 的 类 似 性 值得 注意 . 

在 一 个 作 图 问题 中 ,如 果 R,p ,0O7 中 有 两 个 的 长 为 已 知 , 那 
么 可 以 用 上 面 的 公式 求 出 第 三 个 ,从 而 画 出 这 两 个 加 ,通常 也 就 
可 以 作出 三 角形 了 , 上面 的 等 式 还 表明 内 切 圆 的 半径 总 是 小 于 
外 接 图 半径 的 一 半 , 除 韭 三 角形 是 等 边 三 角形 . 

定理 设 好 是 内 切 贺 的 垂直 于 Or 的 直径 , 则 三 角形 OXY 
的 周 长 等 于 外 接 图 的 直径 . 

$298 三 角形 的 各 个 部 分 之 间 的 很 多 关系 最 好 用 代数 等 


L188] 式 或 公式 来 表示 ,尤其 是 内 切 辆 与 旁 切 圆 的 半径 .我 们 已 经 看 到 


不 少 简单 类 型 的 这 种 等 式 ,现在 介绍 一 些 其 他 的 等 式 , 也 是 令 人 
感 兴趣 的 ,这 些 式 子 的 推导 没有 特别 的 困难 中 . 


a. pp = 全 =4Rsin Fsin S25in 2 2 ， ($15d,293b) 


_ .1,2 3 
=4Rsin 了 eas 了 608 7. 
1 1 1 
+ 
Rl P22 D3 2 


中 ”读者 如 希望 进一步 研究 这 一 课题 ,可 以 参看 Mackay 的 两 篇 文 
章 :Formulas Connected with the Ridii of the Incirele and the Excircles of a Tri- 
angle, Proceedings of Edinburgh Math .Society .12.pp.86 - 105,13,103 - 104; 
Properties Connected with the Angnlar Bisectors of a Triangle ,ibid. ,13,pp.37 
-102. 两 篇 文章 除 有 许多 用 文字 报 述 的 定理 外 ,都 包含 了 大 量 公式 ,前 者 
足 有 15 页 ,后 者 有 25 次 .一 份 类 和 似 的 公式 表 ( 造 得 并 不 很 好 ) 构 成 了 
Schroeder 的 一 本 小 册子 (Das Dreieck und seine Beruhnmngskreise). Marcus 
Baker(Annals of Mathematics, 1 ,p.134) 给 出 了 一 张 包括 三 角形 面积 的 101 
个 公式 的 表 . 


eo. Pltp2+p03=4R+p. 
因为 pl1 + p2+ p3-P 可 化 为 


在 1GE23 汪 他 1 守 2 你 了 


sas oat Ta) A 4 
_ IG203 
d. Re = 43 
。 LT 1L 1L LIL1 
hl ho» hs pp P11 Pz Pa 
虐 -L 1 1 1i_1l1 1.2 
ol ha hy 页 ”pa p33 po po Rk 
1 _ a 
f. O01+ 00:+ 003= R+p. 
因为 对 001430;, 等 等 ,用 托 勒 密 定理 得 
全 R= 002* 守 + 001* 学 ,等 等 . 
也 sw =F(00.a1+ O02 42+ 003° a3). 
相 加 ,并 约 去 公 因 子 s 即 得 . 
g. 4 = mipo2p3， 
h, OP+ OI+ OF:+ Of™= 12R?. (§295) 
i, 了 关于 外 接 加 的 短 是 一 一 


1+ 立 2 十 a 
§299 在 1822 年 ， 费 尔 巴 喻 (Ra Wilhelm Feuerbach, 
1800 一 1834) ,德国 爱 尔 朗 根 高 等 学 校 的 教师 ,出 版 了 一 本 小 
书 由 ,包含 了 很 多 关于 三 角形 的 定理 .这 本 著作 的 主要 的 名 声 来 
自 一 个 冠 以 著者 名 字 的 著名 定理 ,但 即使 没有 这 个 定理 , 它 也 是 


D Figenschafien einiger merkwurdigen Punkte des geradlinigen 
Dreiecks , und mehrerer dureh sie bestimmten Linien und Figuren (Numberg， 
1822). 
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[189] 


对 三 角形 见 何 学 的 极 有 价值 的 贡献 ,事实 上 ,没有 任何 迹象 表明 
著者 特别 强调 这 个 属于 他 的 定理 ,或 者 认为 它 比 书 中 其 他 部 分 
更 为 重要 . 
这 本 书 主要 由 三 角形 各 部 分 之 闻 的 比例 及 其 他 代数 关系 组 
成 ,特别 是 关于 外 心 重心, 内心, 旁 心 之 间 的 距离 关系 .许多 我 
们 已 经 给 出 的 结果 收 在 这 本 书 中 ;我 们 再 举 少数 他 的 最 吸引 人 
的 公式 . 
a, Pap3+ PIP1+ PIP2= 37 
PtPp2p3+ ppt + PP2) = sh = pip203, 
[19%0] PUPLI+ P24+ 03) = G203+ 3401+ 4102- $2, 
Po1+ PP2t Po3 + PID2+ PPR3 + PAP1 = L203+ 4301 + 4102, 
pp3+ p3p1+ p1p2- pp1— p92- pp3= 广 Ca?+ a$+ 外) 
用 $298a 的 公式 ,这 些 都 容易 证 明 . 
b .三 角形 有 jsp 的 周 长 是 2 
因为 ” 周 长 = 00] + G00S507 + dC08a4 


af+ of-af _ 8A? -办 
= 了 十 ， 
G1 人 2G3 102@3 
心 . 岂 到 4 人 4 本 的 天 敌 的 得 尼 2 商 等 于 半 周 
长 p. 
d. 三 条 高 的 积 是 pA. 


0. af+af+ad+ A + 本 3 再 2 + A FH = 12R’. 


(参见 $252f) 
f. AIH + AzH + A3H =20+2R. ( § 298f) 


即 Co8sal + COSO7 十 cosas=1+f. 


立 了 一 些 值得 注意 的 简单 公式 (参见 § 324): 


r= HHicosal =2Reosalcosa 720sas, 


Lk | 


AIH: HH'=2Rr, 
HHoH3 的 面积 _ 
A R? 
af+ as+ as=4rR + 8R’. (参见 § 255) 
h. 最 后 ,将 上 述 最 后 的 公式 与 e 结合 ,得 
AIH2 + AsH?2+ A3H? = 4R:- 4Rr. | 
# 300 ”转换 原理 ”在 前 儿 页 的 研究 中 ,关于 三 角形 内 切 贺 
的 每 一 个 定理 , 邦 提供 一 个 关于 每 个 旁 切 圆 的 类 似 的 定理 ; 反 过 
来 也 一 样 . 在 某 些 情 况 ,我 们 急 述 并 证 明 相 关联 的 定理 :但 除了 
最 简单 的 情况 ,构建 公式 的 准确 方法 是 不 明确 的 .这 个 问题 曾 是 [191] 
很 多 研究 的 课题 ,结果 一 组 转换 等 式 的 普遍 法 则 已 经 建立 ,我 们 
不 详细 讨论 这 一 课题 , 仅 简 明 她 叙述 这 些 法 则 呈 . 
用 所 ,53 表示 内 角 平 分 线 的 长 ,A1,4,,43 表示 外 前 平分 
线 的 长 ;所 有 其 他 字母 意义 如 常 .如 果 在 任意 一 个 三 角形 的 公式 
中 , 作 如 下 代 换 ,我 们 就 得 到 一 个 正确 的 公式 . 


al U2 ry 8 s—al s—-4a #3—-41 用 
al 一 Ca —as ~(s-al) 一 了 s-03 580 取代 ; 
pp pl p2 D3 | 
pl Pp — Pp3 —pP2 -及 取代 ; 
i 1 la 41 A2 43 用 
一 二 -42 -A -A 一 总 -所 取代 ， 


未 列 入 的 量 可 和 镍 类 似 的 说 明 . 这 个 表格 ,读者 可 以 用 前 面 的 
公式 或 其 他 地 方 的 公式 进行 试验 ,证 实 它 的 正确 性 ， 
$301 定理 三 角形 旁 切 圆 的 外 侧 的 公 切 绑 构 成 一 个 三 


D 见 Mackay, Proceedings of Edinburgh Math. Society MMM, p. 87: 
Lemoine. Bulletin Soc. Math. de France, IL ,p.133;Proceedings of Edinburgh 


Math. Society, 条 ,pp.2;Luocas, Nouvelles Correspondances Math, ,1 ,p.384; 及 
上 书 , 围 ,p.1. 
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[192] 


角形 , 它 的 内 心 与 三 角形 J “的 外 心 重合 , 它 的 内 切 贺 半 和 在 
是 


r=2R+p=F(p +p1+ p+ ps). (参见 $298c) 


我 们 上 略 去 定理 的 证 明 , 因 为 它 长 而 乏味 ,值得 注意 这 个 定理 
可 以 作为 日 本 在 1820 年 左右 的 一 个 几何 定理 的 等 价 定理 ,在 欧 
训 最 近 才 被 重新 发 现 凸 . 

练习 ”对 这 个 定理 应 用 转换 原理 (8 300). 

$302 另 一 个 源 自 东 方 的 定理 应 当 在 这 里 提 一 下 .根据 林 
窟 一 {T.Hayashi) 所 说 ,日 本 古代 数学 家 习惯 将 他 们 的 发 现 铬 刻 
在 木板 上 ,起 在 庙 里 ,昭示 神明 并 发 扬 作 者 的 荣誉 . 下面 的 定理 
是 在 1800 年 这 样 展示 的 包 . 

定理 ” 设 一 个 凸 饮 边 形 内 接 于 圆 ,被 对 角 线 分 成 三 角形 , 则 
不 论 分 法 如 何 , 这 些 三 角形 的 内 切 国 的 半径 的 和 都 相同 . 

显然 ,如 果 这 个 定理 对 四 边 形 可 以 证 明 , 那 么 用 归纳 法 ,对 
任意 包 边 形 也 可 以 证 明 . 对 四 边 形 , 可 以 用 $298f 证 明 . 

8303 ”定理 { 费 尔 巴 哈 ) 设 三 角形 A188, 4yH3Hi， 
43H1H2 的 内 心 分 别 为 证 1 ,外 ,对 3, 则 于 23 平行 并 且 等 于 41s; 
访 |, 丰 2, 芭 3 是 了 关于 三 角形 三 五 六 的 边 的 对 称 点 . 

设 YY 是 4243 的 垂 线 , 则 因为 三 角形 4;414; 与 A;H1H3 
相似 ,相似 比 为 1:cosas, 并 且 与 X; 为 对 应 点 ,所 以 万 与 了 为 
对 应 点 ， 

AzY 
Azla 
由 此 得 JsY 牌 直 于 4243, 从 而 必 过 .换血 话说 , [3,13 诗 )， 
站 垂直 于 42435 对 其 他 边 类 似 的 结论 也 成 立 ,于 是 容易 建立 


= COS 妆 3， 


D Mathesis,1896,p.19231898,p.203;1911,p.208， 
全 Mathesis, 1906,p.257. 


起 1 上 半 ;1 为 蒜 形 等 结果 . 

§ 304 定理 连接 内 切 圆 切 点 的 汞 平行 于 相应 的 外 角 平 [193] 
分 线 .类 似 地 ,连结 旁 切 圆 切 点 的 弦 分 别 平 行 于 对 角 的 外 角 平 分 
线 及 其 他 两 个 角 的 内 和 解 平分 线 . 

系 ”内 心 或 一 个 旁 心 的 垂 足 三 角形 与 其 他 三 点 中 所 成 的 三 
角形 位 似 ， 

305 定理 三 角形 PiP;P3( $292) 与 了 了 J "位 似 ,1 
为 位 似 中 心 , 相 杞 比 为 2:1. 内心 【是 PjPsP; 的 重心 ,三 角形 
PiP2Ps 与 矿产 六 也 位 似 ， 

$306 定理 三 角形 内 切 圆 与 旁 切 回 的 根 轴 , 是 三 角形 
Di0203 的 角 平 分 线 . 

8$307 练习 一 些 杂 题 作为 本 章 的 结束 . 

a， 设 48,AC 为 固定 直线 , XY 为 任 一 截 线段 , 角 AXY， 
AYX 的 平分 线 相 交 于 点 户 , 则 P 的 轨迹 是 BAC 的 平分 线 . 

b. 设 在 三 角形 414343 中 ,A1WY 与 41N 分 别 垂 直 于 4 与 
437, 则 MN 平行 于 4243. 

c. 设 一 个 周 长 为 已 知 的 三 角形 有 一 个 固定 的 角 , 则 它 所 对 
的 边 与 一 个 男 定 的 男 相 切 ， 

d， 设 一 个 三 角形 的 边 是 两 个 已 知 圆 的 三 条 公 切 线 , 则 这 个 
三 角形 的 外 接 圆 必 过 两 圆 连 心 线 的 中 点 . 

两 个 圆 的 四 条 公 切 线 组 成 的 完全 四 边 形 ,四 个 外 接 国 必 相 
交 于 同一 点 , 即 上 述 连 心 组 的 中 点 . 

练习 完成 以 下 各 节 的 证 明 : $288,289,290, 291 ,292， 
293,294,297 ,298,299,302 ~ 307. [194] 


中 译 者 注 : 弄 三 个 旁 心 或 两 个 旁 心 一 个 内 心 . 
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$§ 308 我 们 继续 研究 三 角形 ,要 点 是 在 8 2S8 中 简略 提 到 
过 的 ,所 请 的 万 点 圆 .在 概要 地 介绍 它 的 比较 初等 的 性 质 之 后 ， 
我 们 最 后 讨论 著名 的 费 尔 巴 哈 定 理 .首先 ,我 们 再 重 说 一 于 定义 
这 个 圆 的 定理 . 


图 码 
定理 ”人 以 垂 心 与 外 心 连 线 的 中 点 为 圆心 .外接 贺 半径 的 一 
半 为 半径 的 圆 ,通过 扰 点 特殊 点 , 即 高 的 垂 足 , 各 边 中 点 ,顶点 与 
垂 心 连 线 的 中 点 ， 
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第 广 第 - 


记 A1H ,A2H ,A3H 的 中 点 为 C1,C;, C3. 我 们 希望 证 明 C0,, [195] 


C2, C3 HH2,Ha,O01,02,03 共 区 ,图 心 为 OH 的 中 点 记 ,半径 


为 方 R. 我 们 可 以 用 几 种 方法 建立 这 个 圆 的 存在 与 性 质 ;或 许 下 


面 的 方法 最 为 初等 . 


首先 ,DaD3C2C3 是 长 方形 ,因此 人 CaC2， OaC3 相等 ,并 在 交 


点 不 直 相 平分 .于 是 下 是 过 DCciOa CaO C3 的 加 的 圆 
心 . 但 C1H10| 是 直角 ,所 以 Hl 也 在 这 个 网 上 ; 同 理 FF;, H; 也 
在 这 个 器 上 .因此 网 心 在 O18H) 的 垂直 平分 线 上 ,这 条 线 平 分 
OF ,所 以 了 就 是 OF 的 中 点 下 .半径 Cj 所 显然 与 410 平行 ,所 
以 CF 等 于 410 的 一 半 . 


三 角形 的 九 点 圆 有 了 时 称 为 欧 拉 圆 , 欧 洲 大 陆 上 的 作者 常 称 


它 为 费 尔 巴 哈 圆 .不知 疫 们 的 麦 凯 中 已 经 考证 出 这 个 圆 的 发 现 
并 非 通 常 假定 的 归功 于 欧 拉 . 归 于 欧 拉 的 错误 ,十 分 奇特 ,似乎 
与 西 摩 松 线 或 华 莱 士 线 ( 针 192) 中 产生 的 错误 是 同一 类 .就 事实 
而 言 ,这 个 定理 很 难说 是 任何 一 时 的 发 现 ; 显 然 内 能 说 它 是 “ 逐 
步 成 长 "的 .在 1804 年 与 1807 年 , 它 已 暗含 于 英国 杂志 上 出 现 
的 问题 之 中 ;可 能 第 一 个 明确 说 出 它 的 是 豆 赛 列 ,在 1821 年 . 费 
尔 巴 蛤 在 1822 年 又 独立 地 发 现 了 它 , 并 予以 发 表 , 其 中 有 关于 
这 个 图 的 新 的 .重要 的 性 质 @. 


$309 其 他 的 证 明 方法 .包括 前 面 几 章 建立 的 结果 ,将 产 


生 这 个 圆 更 多 的 性 质 . [196] 


因为 0 与 上 #H 是 等 角 共 轿 点 ,如 名 258 所 说 ,它们 有 公共 的 
垂 足 圆 ,圆心 是 它们 的 中 点 . 即 重心 的 垂 足 圆通 过 各 边 的 中 点 . 


® 见 Mackay ,History of the Nine - point Circle, Proceedings of Edin- 


burgh Math. Society, WJ] ,1892,p.19, 


加 ”甘于 这 一 定理 的 详细 信息 ,可 芋 见 Mackay 的 书 ;Simon 的 书 ,125 


一 130 页; 及 Lange,Geschichte des Feuerbach’schen Kreises , Berlin,1894 . 
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[197] 


但 在 三 角形 4243 丘 中 ,重心 是 4i, 它 的 垂 足 三 角形 是 HH 有;， 
因此 过 呈 ), 睛 , 电 ; 的 圆 平分 4H 与 43 上 8 .因此 ,得 到 如 下 定理 : 
定理 一 个 重心 组 的 四 个 三 角形 有 一 个 公共 的 九 点 贺 . 

§310 嚼 一 条 途径 是 用 祖 似 形 . 设 从 玉 到 问题 中 的 九 个 
点 的 线段 都 延长 至 原来 的 两 售 . 容易 看 出 (5254,260) 这 些 端点 
都 在 外 接 圆 上 .因此 ， 

定理 ”外接 圆 与 九 点 圆 的 外 位 似 中 心 是 重心 . 换 色 话说 , 九 
点 圆 平分 任 一 条 从 重心 到 外 接 园 上 一 点 的 线段 . 

定理 上述 两 圆 的 内 位 似 中 心 是 重心 半 . 

这 是 明显 的 ,因为 内 位 似 中 心 必须 将 FO 三 等 分 .又 凡是 
相似 三 角形 4i4243 与 0910203 的 位 似 中 心 ,后 者 的 外 接 圆 就 是 
讨论 中 的 九 点 图. 

#311 我 们 已 经 显示 , 称 九 点 回 为 一 个 重心 组 的 九 点 圆 是 
适当 的 ， 

定理 ”三 角形 内 心 与 旁 心 的 九 点 圆 是 外 接 圆 . 

定理 三 角形 的 外 接 圆 平分 内 心 与 旁 心 的 每 一 条 连 线 
( $ 292). 

定理 ”各 个 顶点 关于 九 点 圆 的 各 的 和 是 

到 (ai+ oad+ a3). 

因为 每 个 顶点 的 车 可 以 用 两 个 公式 表示 ,所 以 等 于 它们 的 
和 的 一 半 : 

41 的 里 = 二 (az 机 和 + a3 A1H;). 
将 这 样 的 三 个 式 子 相 加 , 即 得 所 给 结果 . 

系 FAL+ FA + 3 { § 289h) 

§312 定理 已 知 圆 的 以 已 知 点 为 重心 的 所 有 内 接 三 角 
形 , 有 共同 的 九 点 圆 ， 

$313 问题 已 知 外 接 圆 , 贺 上 的 点 4,, 垂 心 1, 求 作 三 
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角形 . 

完整 地 进行 讨论 ,并 确定 有 解 的 条 件 ， 

$314 可 以 有 元 地 注意 到 大 曾 与 已 知 三 角形 密切 相关 的 
三 角形 ,它们 其 有 共同 的 九 点 圆 .例如 , 作 一 个 三 角形 ,以 01， 
0;,03 为 它 的 高 的 垂 足 , 则 它 的 九 点 圆 与 原 三 角形 的 相同 . 以 
010203 的 角 平 分 线 为 边 就 可 作出 这 样 的 三 角形 .新 三 角形 又 
可 以 被 第 三 个 三 角形 代替 ,等 等 .我 们 得 到 一 个 无 穷 的 三 角形 序 
列 , 有 共同 的 九 点 圆 ,因而 有 相等 的 外 接 图 .例如 ,我 们 反复 以 外 
角 平 分 线 作 为 新 三 角形 的 边 ,序列 中 的 三 角形 越 来 越 接近 一 个 
外 切 于 这 个 定 加 的 等 边 三 角形 的 形状 ( § 291f). 

又 ,也 可 以 取 任 一 个 三 角形 的 高 的 垂 足 作 为 有 同样 九 点 加 
的 新 三 角形 边 的 中 点 .而且 还 可 以 对 三 角形 CVC2C3 采 用 同样 
的 方法 .将 这 几 种 方法 用 任意 的 次 序 结合 起 来 使 用 ,得 出 无 数 多 
个 有 同一 个 九 点 圆 的 三 角形 ， [198] 

$315 我 们 有 一 个 有 趣 的 共 轴 贺 组 ,包括 人 外接 贺 , 九 点 圆 
及 极 贺 ， 
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定理 ”连结 高 的 垂 是 的 直线 与 对 边 相交 ,三 个 变 点 共 线 . 
这 是 条 223 的 特例 ;这 条 直线 是 牌 心 的 三 线性 极 线 , 称 为 这 
三 角形 的 极 轴 . 设 424; 与 HH; 相交 于 邢 , 则 
天 1 再 2 XIH3= XiA2: XAs. 
一 个 直角 三 角形 的 极 轴 定 义 为 外 接 加 在 直角 顶点 外 的 切 
线 . 请 读者 证 明 这 与 一 般 情 形 的 定义 符合 . 
§316 定理 极 轴 是 外 接 圆 与 九 点 圆 HH2# 的 根 轴 , 因 
此 垂直 于 欧 拉线 08 .根据 三 角形 是 锐角 , 钝 角 或 直角 , 共 轴 贺 
组 是 第 I ,了 或 上 类. 
[199] $317 定理 以 HM 为 直径 的 圆 是 上 述 圆 组 的 成 员 , 它 
是 外 接 罗 与 九 点 圆 的 相似 圆 (8115). 
3318 定理 极 圆 (如 果 存 在 ) 是 上 述 圆 组 的 成 员 , 它 是 外 
接 贺 与 九 点 辆 的 一 个 首相 似 加 ( § 126). 
$319 定理 ”外接 圆 在 4,,42,43 的 切线 相交 ,过 三 个 交 
点 的 圆 是 上 述 共 轴 圆 组 的 成 员 , 并 且 是 九 点 圆 关 于 外 接 圆 的 
反 形 . 


费 尔 巴 哈 定 理 


$320 定理 三 角形 的 九 点 图 与 内 切 加 及 每 一 旁 蕊 圆 
相 切 . 

关于 三 角形 的 定理 ,除了 古代 已 经 知道 的 ,这 一 个 可 能 是 最 
为 著名 的 .我 们 已 经 说 过 ,这 个 定理 是 费 尔 巴 哈 1822 年 在 他 的 
经 典 的 著作 中 首先 提出 并 证 明 的 . 几 年 后 ,又 被 斯 坦 纳 独 立 发 
现 ,但 没有 证 明 ; 近 下 年 来 , 它 多 次 被 重新 发 现 . 

在 献 给 这 个 定理 的 历史 的 众多 证 明 中 ,没有 一 个 是 真正 简 
单 的 .虽然 所 有 的 证 明 都 必须 基于 同样 的 基本 原则 ,但 有 几 种 本 
质 不 同 的 接近 方法 .我 们 将 考虑 少数 典型 的 证 明 , 每 一 种 都 提供 
了 这 个 定理 的 菜 些 不 同 的 侧面 ,增加 了 我 们 对 它 的 优美 的 欣赏 ， 

§321 一 个 本 身 简单 直接 的 证 法 ,基于 第 5 意 8117 在 合 
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适 的 部 分 建立 的 那个 相当 困难 的 定理 . 它 最 初 显然 是 为 了 现在 
的 目的 而 设计 的 .为 了 适合 目前 的 问题 ,可 将 它 叙 述 成 :过 三 点 


01,02,03 的 圆 将 与 已 知 图 1(p) 相 切 , 如 果 这 些 点 到 后 者 的 切 [200] 


线 O1, 0212,0313 与 三 点 本 身 之 问 的 距离 满足 等 式 
Of O03+ ON: O01+ OQal* O010,=0. 


现在 由 $290， ”IT = 六 (aa- a3) ,等 等 ， 


及 0203 = 让 a1, 等 等 
将 这 些 值 代入 立即 得 到 恒等式 ;因此 内 切 圆 与 九 点 圆 相 切 . 稍 儿 
修改 , 便 可 以 得 到 对 旁 切 贺 的 证 明 ， 

$322 在 要 求 预 备 知识 最 少 的 意义 下 ,下面 的 证 明 是 尽 可 
能 简单 的 设计 .过 程 是 确定 问题 中 的 圆 的 公共 点 .证 明 它 们 在 这 
里 有 公 切 线 . 至 多 ,细节 不 很 容易 ;这 些 可 由 下 面 一 系列 引 理 
完成 . 

引 理 1 设 wy > a3; 则 与 九 点 圆 在 如 | 相 切 的 直线 O171 ,与 
底 4z4* 所 成 的 角 为 cz - a;. 
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[201] 


[202] 


国 为 43017 = 一 43D102- 一 02017 
= 殿 45342411+ A O0301= Ca 一 ec3， 
引 理 2 同 前 ,1 表示 说 424x 与 角 平 分 线 417 的 交点 , 设 
由 羡 | 作 半 jP 转 肉 切 加 于 P ,XP' 基 旁 切 加 下 于 P' ,项 PXIP' 
是 -- 条 平行 于 OI7 的 直线 ， 
因为 内 切 圆 与 旁 切 贺 的 公 切 线 相 交 于 连 心 线 上 的 点 1， 


LAXIP= /A2XIA, = + Q3， 


PYAs=188- LASXIAI- LAIXIP=a2- a3. 

引 理 3 设 直 线 O01P 再 交 内 切 圆 于 如 , 则 8 也 在 九 点 
圆 上 . 

因为 OP:O0= O00= DIE DO， ( § 293c) 
所 以 P,0 ,1 ,Hi 共 圆 .我 们 有 

XO0H = 人 PXIO = a a3= TO, A2d3. 
因此 ,由 于 O17T 是 九 点 圆 的 切线 ,并 且 
OQ = TO 
所 以 0 在 九 点 圆 上 . 

引 理 4 在 Q 点 相交 的 两 个 圆 :内 切 圆 与 九 点 圆 ,在 这 点 有 
相同 的 切线 . 

因为 一 个 圆 的 两 条 切线 与 切 点 藤 成 等 角 ,内 切 圆 在 P 的 切 
线 与 九 点 圆 在 0 的 切线 平行 ,所 以 两 个 圆 在 0 的 切线 与 OPO 
成 等 角 .从 而 它们 重合 . 

于 是 ,我 们 不 仅 证 明了 具 切 圆 与 妃 点 贺 丰 切 的 定理 ,而 且 还 
给 出 了 切 点 的 简单 作法 .和 以 前 一 样 ,证 明 稍 加 修改 便 可 应 用 于 
旁 切 圆 . 

这 个 证 明 有 些 类 似 于 最 日 的 纯粹 几何 的 证 明 ,1850 年 由 孟 
辛 休 .Mention) 发 表册 ,以 前 的 证 明 都 依据 代数 方法 . 瘟 辛 的 证 明 


中 Noovelles Annales de Math . ,9,p.401. 


一 了 了 一 


包含 一 些 刚刚 所 用 的 原则 ,也 包含 一 些 在 下 一 个 证 明 中 所 用 的 
原则 . 

$323 我 们 先 介绍 一 下 用 反 演 法 建立 这 个 定理 的 证 明 概 
要 , 它 同时 也 可 用 于 任意 两 个 相 切 的 圆 .为 确定 起 见 ,考虑 圆心 为 
六 ,J "的 两 个 旁 切 圆 . 这 两 个 圆 的 三 条 公 切 线 是 三 角形 的 边 .我 
们 定 出 第 四 条 ,然后 以 图 心 为 01, 正 交 于 两 个 旁 切 贺 的 圆 为 反 演 
圆 ,通过 比 看 上 去 简单 的 计算 证 明 九 点 加 的 有 反 形 是 第 四 条 公 切 
线 .由 于 在 这 个 反 演 变换 中 , 旁 切 圆 不 变 ,这 就 完成 了 证 明 . 


引 理 1 以 0, 为 图 心 , 方 (a2+ as) 为 半径 的 圆 ,与 旁 切 加 
在 开 ,J? 正 交 . 

引 理 2 这 两 个 旁 切 加 的 第 四 条 公 切 线 , 交 4143 于 Z2, 交 
A1h 于 23, 使 得 


ZA = 4142， Z3A1= 六 1 和 53， 


因为 外 角 平 分 线 141J ”是 四 条 公 切 线 的 对 称 轴 ,424s 是 [203] 
已 知 的 外 公 切 线 ， 


引 理 3 设 延 长 010;,010; 交 Z223 于 $2,S;3; 则 
O103°0152= 0103° O05 = (0+ os? 
因为 010252 平 行 于 4s4173, 由 相似 三 角形 得 
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妈 O032= ， 


-一 1| _ +2ara3 aa_ {gaz2+ ta)’ 
OS = O53+ F035 227 十 二 2 > 


引 理 4 切线 5,232353 关于 圆 Da 用) 的 反 形 ,是 过 
O01,0z;O3 的 加 ,部 九 点 加 . 


因为 由 $ 290, 反 演 半径 是 天 全 ,所 以 02,S2 与 03,$3 是 
两 对 反 演 点 . 
引 理 5 因为 5S,222353 与 劳 切 税 相 切 ,这 两 个 圆 在 这 个 反 
演变 换 下 不 变 , 所 以 这 直线 的 反 形 , 即 九 点 图, 也 与 旁 切 圆 相 切 . 
$324 另 一 种 类 型 的 证 明 ,是 通过 计算 九 点 圆 圆心 与 内 心 
或 旁 心 的 距离 ,证明 它 确 实 等 于 对 应 半径 的 和 或 差 ,这 是 费 尔 巴 
哈 使 用 的 方法 .我 们 已 经 说 过 ,他 对 这 个 课题 的 处 理 , 主 要 是 代 
数 的 . 费 尔 巴 哈 移 证 明基 于 下 列 步 又, 每 一 步 他 都 用 力 去 建立 . 
以 r 表示 垂 足 三 角形 二 HH 的 内 切 圆 半径 ， 
OF = R?- 2Rp, (参见 § 295) 
HH:=2p: -2Rr, 
OF?= R?~ 4Rr, 


(OR + HE) — FH? 


1 2 
R*°- Rp + p= (3R -0) : 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 另 一 个 由 哈 威 (Hamrvey) 给 出 的 证 明 ,用 一 些 


更 严格 的 几何 方法 建立 了 同样 的 公式 人 @, 可 惜 这 种 推导 看 来 过 


D Proceedings of Edinburgh Math. Society, V ,1887,p.102. 
一 178 一 


王 迹 回 曲折 ,我 们 只 好 略 去 . 

关于 这 个 困难 的 定理 ,各 种 可 能 的 证 明 的 介绍 ,以 及 缺少 一 
个 简单 的 证 明 , 已 经 说 得 足够 多 了 .在 后 南 的 第 14 章 中 ,我 们 将 
考虑 一 系列 更 一 般 的 定理 ,引出 这 种 情况 的 某 些 更 进一步 .更 有 
意义 的 方面 (各 401 以 下 ). 

$325 以 下 是 一 些 系 与 推广 . 

定理 一 个 垂 心 组 的 四 个 三 角形 确定 十 六 个 内 切 圆 与 旁 切 
略 . 它 们 都 与 这 个 垂 心 组 的 共同 的 九 点 圆 相 切 . 

§314 中 讨论 的 三 角形 的 内 切 圆 、. 旁 切 圆 都 与 这 九 点 圆 
相 切 . 

定理 ”如 果 一 个 轿 与 三 角形 的 三 个 角 的 任意 三 条 不 共 点 的 
角 平 分 线 相 切 , 那 么 这 个 圆 必 与 三 角形 的 外 接 贺 相 切 . 

我 们 已 经 确定 了 一 个 三 角形 可 以 内 接 于 一 个 已 知 圆 并 且 外 
切 于 另 -- 个 已 知 圆 的 条 件 ,而 且 知 道 如 果 有 一 个 这 样 的 三 角形 ， 
那么 必 有 无 穷 密 个 .这 种 三 角形 的 九 点 圆 的 圆心 与 了 的 上 距离 为 [205] 
定 值 ,因此 都 在 一 个 贺 上 .这些 九 点 圆 全 都 相等 ,因此 与 两 个 定 


、 贺 相 切 . 


这 种 三 角形 的 重心 的 轨迹 是 一 个 贺 ; 重 心 的 罗 迹 也 是 一 个 
圆 ; 这 三 个 轨迹 圆 的 圆心 都 在 Of 上 ,以 0 为 公共 的 位 似 中 心 . 

§ 326 现在 我 们 进一步 研究 三 角形 的 西 摩 松 线 的 性 质 , 建 
立 它们 与 九 点 圆 的 简单 关系 .关于 这 种 直线 的 更 多 的 定理 将 在 
第 14 章 末 讨 论 . 

定理 ”外 接 图 上 任意 一 点 的 西 摩 松 线 ,垂直 于 这 点 与 顶点 
连 线 的 等 角 线 ， 

我 们 已 经 知道 这 些 等 角 线 互相 平行 ($234); 又 证 明了 
( 音 237) 对 平面 上 任意 一 点 P,A1P ,A2P ,A43P 的 等 角 线 分 别 重 [206] 
直 于 PP;, P5Pi,PiPz: 在 目前 的 情况 ,它们 是 同一 条 直线 上 的 
线段 ， 

么 ”外接 贺 上 两 个 对 径 点 的 西 摩 松 线 互相 垂直 .更 一 般 地 ， 
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两 个 点 的 西 兰 松 线 的 夹 角 ,等 于 这 两 点 之 间 的 外 接 贺 的 弧 所 对 
的 圆周 角 . 

系 ”三 个 点 的 西 摩 松 线 所 成 的 三 角形 ,与 这 三 点 所 成 的 三 
角形 相似 . 

系 ”在 外 接 圆 上 只 有 一 个 点 , 它 的 西 摩 松 钱 平行 于 一 条 已 
知 直线 . 求 这 点 的 方法 是 :由 各 个 项 点 作 这 条 已 知 直线 的 垂 线 ， 
垂 线 的 等 角 线 必 交 于 所 求 的 点 . 

§327 定理 ”外接 圆 上 任 一 点 的 西 摩 松 线 ,平分 这 点 与 重 
心 的 连 强 ,并 且 平 分 点 在 九 点 如 上 . 

这 个 重要 定理 似乎 没有 简单 的 证 明 . 我 们 的 证 法 (按照 开 世 
的 证 法 ) 是 延长 一 条 高 A1H{ 图 68) 交 外 接 贺 于 Hi; 然 后 设 PH! 
交 席 A243 于 1, 交 西 摩 松 线 于 天 ,我 们 证 明 这 西 摩 松 线 平行 王 
HLi, 并 在 下 处 平分 更 1. 

首先 ,因为 P,Pi,P;,A3 共 贺 ,我们 有 

六 PPIP= 裤 PaA3P= 裤 A1HIP = PIPH!, 
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所 以 三 角形 PP, 是 等 腰 三 角形 , PX = XP',. 换 包 话说 ,X 是 直 
角 三 角形 EPP 的 斜 边 的 中 点 . 
我 们 已 经 知道 ( § 254) HT = HT, 因此 
THLHi= 人 AHLH=APLP = AP 
所 以 HL 平行 于 PX. 轩 此 西 摩 松 线 PX 在 $ 处 平分 PH. 
最 后 ,我 们 注意 从 重心 到 外 接 圆 的 每 一 条 线段 PP 的 中 点 [2071 
在 九 点 加 上 ,因此 5 在 九 点 园 上 . 


§328 定理 ”外接 圆 上 两 个 对 径 点 的 西 摩 松 线 在 九 点 加 
上 交 成 直角 . 


因为 设 PO 为 外 接 圆 的 一 条 直径 , HP 与 80 的 中 点 是 3 与 
了, 则 如 我 们 刚刚 证 过 的 ,37 是 九 点 圆 的 直径 .但 又 如 刚刚 证 过 
的 ,P 与 的 西 摩 松 线 分 别 过 3 与 了 ,并 且 互 相 重 直 . 所 以 它们 
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的 交点 在 九 点 贺 上 . 
$329 定理 设 外 接 图 上 一 点 P 向 三 角形 任 一 边 4243 


[208] 的 垂 线 延 长 后 交 外 接 圆 于 Pi, 则 41Pi 平 行 于 P 点 的 西 摩 松 线 . 


因为 XEPPIPy= 守 PAaPs= PPIAl, 
这 表明 PP2 与 PiA| 平行， 

$338 我们 已 经 证 明 ( $ 268) 四 条 直线 构成 的 四 个 三 角形 
的 垂 心 共 线 ,并且 它们 的 外 接 圆 交 于 一 点 (8197), 因 此 这 点 到 
这 四 条 直线 的 垂 线 的 垂 足 共 线 ， 

定理 ”一 个 完全 下边 形 的 西 摩 松 线 与 它 的 垂 心 所 在 直线 平 
行 , 并 有 昌 这 西 产 松 线 在 四 个 贺 的 公共 点 到 垂 心 所 在 直线 的 有 距离 
正好 一 半 的 地 方 . 

因为 从 这 点 到 任 一 个 垂 心 的 连 线 被 这 西 摩 松 线 平分 . 

$331 定理 设 四 个 点 共 较 , 则 所 成 四 个 兰 角 形 的 九 点 
圆 ,每 一 点 关于 其 他 三 点 所 成 三 角形 的 西 摩 松 钱 ,都 通过 一 个 

因为 连接 每 一 点 与 其 他 三 点 所 成 三 角形 的 重心 ,这 四 条 连 

线 有 一 个 公共 的 中 点 (265). 由 327, 每 一 条 两 摩 松 线 与 每 一 
个 九 点 圆通 过 这 一 点 .这 个 非常 有 启发 性 的 定理 和 将 在 $ 400 予 
以 推广 . 

3332 定理 设 一 个 贺 上 的 四 个 定点 构成 四 个 三 角形 , 则 
这 贺 上 任 一 点 对 每 个 三 角形 有 一 条 西 摩 松 线 ,由 这 点 到 这 四 条 
西 摩 松 线 的 重 线 的 垂 足 共 线 . 

因为 设 41424344 为 任 一 内 接 于 贺 移 四 边 形 ,P 为 网 上 任 
一 点 ,Pt 表示 P 到 4, 的 垂 线 的 垂 足 ,等 等 , 则 中 关于 
414243 的 西 摩 松 线 是 PnPaPlz; 等 等 . 记 这 条 直线 为 4,P 在 
1 上 的 垂 线 的 垂 足 为 Ti. 

现在 以 上 用 ,is 为 边 ,以 P,Pm, P44 为 顶点 的 三 角形 内 接 
于 以 A4P 为 直径 的 圆 . P 点 关于 这 个 三 角形 的 西 褒 松 线 过 Ti1， 
72,73, 因 此 这 三 点 共 线 . 显然 ,第 四 点 74 必 在 同一 条 直线 上 . 
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$333 定理 设 过 重心 的 一 条 直线 交 三 角形 的 边 于 上 Li， 
Lz; 上; 则 这 条 直线 关于 三 条 边 对 称 得 到 的 直线 HiL, Hi;L2， 
外交 于 外 接 贺 上 一 点 P,P 点 的 西 摩 松 线 平行 于 这 条 直线 
LiL2bs. 

这 是 $327 的 证 明 的 副产品 . 反 过 来 : 


图 纱 


定理 ” 设 外 接 圆 上任 一 点 与 Hi, Hi, HH; 连 成 直线 , 交 相 应 
的 边 , 则 所 得 的 三 个 交点 与 五 基线 ,而 且 这 条 线 与 所 给 点 的 西 
摩 松 线 平行 . 

$334 定理 设 PQ 为 外 接 医 的 直径 ,过 P,Q0 作 各 自 的 
西 摩 松 线 的 垂 线 ,两 条 垂 线 相交 于 RR, 则 R 在 外接 加 上 , 它 的 西 
摩 松 线 平 行 于 PQ. 

8335 定理 设 由 三 角形 的 任意 一 个 顶点 向 其 他 两 个 角 
的 内 .外 角 平 分 线 作 重 线 , 则 垂 足 共 线 ,并 且 这 条 线 平 分 其 他 两 
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§336 定理 两 个 点 的 西 摩 松 线 在 九 点 圆 上 截 得 的 弧 中 ， 
一 条 是 另 一 条 的 两 倍 ， 

即 设 4 ,下 在 外 接 贺 上 ,4A',B' 分 别 为 4H ,BH 的 中 点 ;4 ,B 
的 西 摩 松 线 分 别 交 九 点 圆 于 4',C 及 B,D; 则 强 CD 是 绝 
A'B' 的 两 信 . 

因为 弧 4'B' 与 弛 48 相似 ;两 条 西 摩 松 线 之 闻 的 角 等 于 这 
弧 所 对 的 圆周 角 ,也 等 于 弧 4'B' 与 统 CD 的 和 或 差 的 度数 ， 

§ 337 西 摩 松 线 自 身 提供 很 多 问题 . 例如 ,过 一 个 定点 有 
几 条 西 摩 松 线 ? 三 个 点 的 西 摩 松 线 在 什么 条 件 下 交 于 一 点 ? 我 
们 简略 地 概述 一 下 这 些 有 趣 的 直线 的 进一步 的 性质 中 . 

定理 ”过 任意 两 条 西 摩 松 线 的 交点 , 必 有 第 三 条 西 磨 松 线 ， 
因此 ,外 接 贺 上 的 点 中 ,任意 两 个 点 可 以 确定 出 第 三 个 点 ,它们 
的 西 摩 松 线 共 点 ， 

设 P,Q 为 外 接 贺 上 任意 两 点 .因为 它们 的 西 摩 松 线 不 平 
行 , 设 它们 的 交点 为 $5. 延长 HS 到 下 ,使 SH' = HS. 设 R 为 三 
角形 PQF' 的 垂 心 ,我 们 可 以 证 明 RR 在 已 知 图 414243PQO 上 ( 因 
为 立 PRO = 立 Q8F'P, 它 等 于 P,Q 的 西 摩 松 线 的 夹 角 ,由 于 它 
们 分 别 平行 于 H'P,H'Q ,从 而 等 于 交 PA10). 同 理 ,R 的 西 摩 检 
线 平行 于 RH' ,并 过 $. 用 这 样 的 方法 ,可 以 毫 无 困难 地 得 到 下 
面 的 所 有 结果 (可 更 一 步 参 见 § 406). 

§338 定理 已 知 三 角形 4i424s 及 它 外 接 贺 上 的 两 点 
P,Q, 则 在 这 个 圆 上 有 第 三 点 R, 使 得 P,0,R 的 西 摩 松 线 共 
点 .这 公共 点 是 三 角形 414243 与 POR 的 重心 的 连 线 的 中 点 ， 
并 且 4t,42,43 关于 三 角形 POR 的 西 摩 松 线 也 交 于 一 点 5. 为 
了 定 出 中 ,可 延长 HS 到 与 自身 相等 的 点 H', 则 R 是 三 角形 
POCOF 的 重心 .P,Q,R 中 每 一 点 的 西 订 松 线 垂直 于 另 两 点 的 连 
线 . 反 过 来 , 设 P 是 外 接 贺 上 任意 一 点 , 弦 0R 与 P 点 的 西 摩 松 


加 ”例如 ,可 见 Beard,Educational Times Reprint, 1 .20,p.109. 


线 垂直 , 则 P ,0 ,RR 的 西 摩 松 线 共 点 . 

#339 问题 确定 一 个 已 知 三 角形 的 西 摩 松 线 , 使 它 通 过 
一 个 已 知 点 ， 

在 3326 中 ,已 经 知道 已 知 点 为 无 穷 远 点 时 的 解法 ,但 在 一 
般 情况 ,无 法 用 初等 方法 解决 ,用 解析 法 可 以 证 明 所 有 西 摩 松 线 
与 一 条 确定 的 曲线 相 切 ,这 乾 线 ( 圆 内 旋 轮 线 ) 有 三 个 等 吧 离 的 
兴 点 ,外 切 于 九 点 加 .过 曲线 外 的 一 点 有 一 条 西 摩 松 线 , 过 曲线 
内 的 一 点 有 三 条 . 

练习 ” 密 取 几 点 , 作 它 们 的 西 摩 松 线 ,观察 上 述 圆 内 旋 轮 
线 . 

练习 《Sanjana,Educational Times Reprint, [ ,p.3.) 设 
P,Q,R 在 外 接 贺 上 ,QR 平行 于 P 点 的 西 摩 松 线 , 则 PR 与 PO 
分 别 平行 于 0Q ,RR 的 西 摩 松 线 . 边 为 这 三 条 西 摩 松 线 的 三 角形 相 
似 于 PQR , 放 法 亦 相 似 . 当 QR 平行 于 固定 的 P 的 西 摩 松 线 而 
移动 时 ,确定 位 似 中 心 的 轨迹 . 

练习 完成 本 章 中 以 下 各 节 的 证 明 ; $310 ~ 313,316 ~ 
319 ,325,326 ,331,333 ,334 ,335 ,338 ,339. 
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340 在 前 面 儿 章 中 ,我 们 讨论 了 三 角形 的 最 著名 的 特殊 
点 . 线 . 圆 的 性 质 . 另 一 个 完整 的 系统 ,与 布 洛 卡 (和 . Brocard) 的 
名 字 连 在 一 起 ,应 当 仔 纲 研究 ,将 放 在 第 16, 第 17, 第 18 章 . 这 
一 图 形 ,在 某 种 程度 上 与 我 们 已 经 讨论 的 内 容 无 关 , 但 通过 共 思 
重心 形成 海通 .我 们 现在 准备 研究 共 鲍 重心 , 它 与 两 个 方面 都 有 
重要 的 关系 ,一 方面 是 季 心 ,外 心 ,重心 所 成 的 图 , 另 一 方面 是 基 
于 布 沼 卡 点 的 图 ,在 讨论 共 氏 重 心 的 最 有 趣 的 性 质 之 后 ,我们 将 
本 章 后 面 的 部 分 用 于 其 他 次 要 的 特殊 点 

$341 定义 三 角形 任 一 中 线 的 等 角 线 称 为 共 斩 中 线 .三 
条 共 元 中线 变 于 一 点 , 即 重 心 的 等 角 共 罗 点 , 称 为 共 生 重心 下 . 

这 个 点 有 各 种 名 字 . 黄 .法 作者 习惯 称 它 为 莱 莫 恩 
(Lemoine) 点 ,德国 称 为 格 黎 伯 (Crebe) 点 . 革 黄 恩 与 格 黎 伯 对 这 
点 的 知识 均 有 和 贡献 ,但 都 不 是 首先 发 现 这 点 的 人 .因此 采用 中 性 
的 术语 看 来 是 合适 的 .根据 麦 凯 的 彻底 研究 中 ,这 个 点 不 是 任何 
一 时 的 发 现 , 而 蚌 由 不 同 的 研究 者 研究 它 的 各 种 性 质 ,逐渐 使 它 
成 为 著名 的 点 ， 

$342 定 环 由 共生 重 心 到 三 角形 各 边 的 垂 线 ,与 边 长 成 
比例 (人 235,272) . 反 过 来 ,在 三 角形 中 到 各 边 的 垂 线 与 边 长 成 


Mackay, Early History of the Symmedian Point, Proceetings of Pdin- 
burgh Math ,Soeiety , M1 ,1892 - 1893,n.92. 
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比例 的 点 , 仅 有 一 个 , 即 共 辐 重心 . 
系 ”KK1= 1 等 等 ， 


时 
i+ 二 宇和 


因为 我 们 可 写 下 五 1= eqj, 瑟 ;= caz, KK = ca3; 并 由 等 式 

24 = a KKj + a3" KR Ta KE3= c(tat4 a2+ a3) 
销 定 c. 

§ 343 定理 过 三 角形 一 个 项 点 并 与 外 接 圆 相 切 的 直线 ， 
与 这 个 三 角形 平行 于 对 边 的 直线 (外 中 线 ) 为 等 前 线 . 从 这 切线 
上 一 点 到 这 个 顶点 的 邻 边 的 重 线 ,与 两 边 成 比例 ， 


$344 定 久 外 接 圆 在 三 角形 顶点 处 的 切线 , 称 为 外 共生 
中 线 ( § 277). 


定理 ” 任 两 条 外 共 二 中 线 与 第 三 条 共 却 中 线 交 于 一 点 , 称 
为 淮 共 斩 重 心 ( 和 参见 和 224). 由 … 个 外 共 本 重心 K' 到 边 的 垂 线 ， 
与 边 长 成 比例 ($235) ,并 且 


eo J， 
i 2 和 


of 人 
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[214| 


定理 ” 共 箔 中 线 , 外 共和 中 线 将 对 边 内 分 ,外 分 成 邻 边 平 方 
的 比 ( § 244a 或 $84). 


图 71 


显然 , 任 一 个 关于 共 声 重 心 的 定理 ,可 以 平行 地 产生 一 个 关 
于 每 一 个 旁 共 罗 重心 的 定理 0 

#345 定理 一 条 平行 于 共 绒 中 线 的 直线 , 夹 在 两 条 邻 边 
之 间 的 部 分 ,被 相应 的 外 共 办 中 线 平分 . 

§ 346 定理 ”三 角形 一 边 的 北平 行 线 , 被 过 所 对 顶点 的 共 
轮 中 线 平分 . 

因为 将 这 个 图 沿 角 平分 线 对 折 , 共 绒 中 线 变 为 中 线 , 逆 平行 
线 变 为 对 边 的 平行 线 ， 

系 ”高 的 甜 足 的 连 线 的 中 点 ,与 对 应 顶点 相连 ,三 条 直线 交 


中 ”关于 共 酌 重心 的 广泛 的 讨论 见 Mackay ,Symmedians of a Triangle 
and their Concomitant Circles, Proceedings of Edinburgh Math Society, i， 
1896,pp.37 — 103. 
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于 共 胃 重 心 . 

这 产生 一 种 作 于 的 方便 实用 的 作法 .下 面 的 男 一 种 作法 根 
据 $344. 还 有 几 种 将 在 § 451,452 介绍 . 

$347 作 图 设 外 接 圆 在 4|,4,,43 的 切线 相交 于 K'， 
天 天” , 则 4 天 ,42 天 ,4 天光 相交 在 划 恩 重心 天 [215] 

定理 三 角形 的 约 尔 刚 点 (829ia), 是 以 内 切 圆 切 点 为 顶 
点 的 三 角形 的 共 辆 重心 . 

$348 定理 直 和 三 角形 的 共生 重 心 , 是 斜 边 的 高 的 中 
点 . 

$349 定理 平面 上 到 三 角形 点 离 的 平方 和 为 最 小 的 点 ， 
是 共 斩 重 心 KK. 

这 是 一 个 最 早 知 道 的 共 印 重心 的 性 质 ; 事 实 上 ,这 种 事情 占 
有 古代 数学 家 很 多 的 注意 (参见 8 264,275) .最 容易 的 证 明 是 代 
数 的 . 

四 为 对 任意 六 个 量 , 通 过 实际 施行 镁 法 可 以 建立 下 面 的 恒 
等 式 ; 

(oT+ a3+ a3) (wt + r+ x3) = (Gx + gx2 + a3r3) 

+ ax3— 0342)2 + (Cari— ora): + (a1x2— qa2x1)7. 
令 qa1,42,93 为 这 三 角形 的 边 ,x1, x2, x3 为 任 一 点 到 三 边 的 有 
正 负 呈 的 距离 ; 则 (aixi + azx2+ a3x3) 表 示 这 三 衣 形 面积 的 两 
信 , 因 而 是 定 值 . 由 于 上 涉 中 每 … 项 是 正 数 或 零 ,所 以 在 最 后 三 
项 为 零 时 ,xf+ x3+ x3 为 最 小 , 即 有 

革 ] 7 革 2 和 三 3 

因此 所 求 的 点 是 共 思 重心 或 旁 共 碟 重心， 

比较 各 自 的 重 线 的 公式 (342,344) , 可知 共 恩 剖 心 提供 所 
需要 的 最 小 值 , 即 

REE? Fe, Er 4A? 
RRL + KR + KK “af+ as+ 地 [216] 

$§ 350 定理 共 辆 重心 是 它 自己 的 羽 足 三 角形 的 重心 . 


因为 设 中 线 4101 延长 至 41 ,使 Di4i = 4101( 图 70), 则 
三 角形 jzK5 与 4344141 的 对 应 边 互相 垂直 ( $337)., 因 此 两 个 
三 角形 相似 . 设 研 ! 与 KK; 相交 于 Ki, 则 在 这 些 相 似 图 形 中 ， 
KK1 对 应 于 A4301, 从 而 天 [是 上 KK 的 中 点 .所 以 KKK! 是 三 角形 
KIK2K; 的 中 线 , 久 是 它 的 重心 . 

定理 ” 反 过 来 , 设 过 三 角形 的 各 个 项 点 作 相应 中 线 的 垂 线 ， 
则 原 三 角形 的 重心 是 垂 线 记 成 新 三 角形 的 共 酌 重心 . 

系 ” 共 力 重 心 是 唯一 的 点 ; 它 是 自身 的 生 足 三 角形 的 重心 . 

定理 ”类似 地 ,一 个 装 共 斩 重 心 是 它 自己 的 垂 嘴 三 角形 的 
旁 重心 . 

即 设 K' 是 外 接 疼 在 两 个 顶点 处 的 切 角 的 交点 , 则 KK' 蚌 一 
个 平行 四 边 形 的 顶点 ,平行 四 边 形 的 其 他 顶点 也 是 搬 的 便 足 三 
角形 的 顶点 . 

$351 定理 内 接 于 .一 个 已 知 三 角形 的 所 有 三 角形 中 ,各 
边 平 方 和 为 最 小 的 是 共 生 重 心 的 午 足 三 钊 形 . 

因为 设 天 ,XX2; 主 3 分 别 为 4243, 4341,4142 上 的 任意 点 ,PP 
为 每 1 第 2 下 3 的 重心 ,PiP2P; 为 Pp 的 垂 足 三 角形 ,在 Pi,P2,Pi 拾 
好 与 XXX3 分 别 重合 时 , 则 P 是 共 谣 重心 .在 其 他 情况 ， 

PPr+ PPr+ PPs < PRL + Pho + PR. 
但 由 §349, 如 果 外景 共 坊 重心 ,那么 
KK + KR + KKy «< PP + PP + PPs?. 

对 三 角形 IK2K3 与 革 1XsN3 应 用 96c, 即 得 结果 . . 

定理 设 共 恩 中 线 交 外 接 加 于 上,,L2,L3, 则 无 也 是 三 角 
形 上 zf 的 共 辆 重心 (5 199,244c ,350). 

三 角形 414243 与 LL2zL3 有 共同 的 外 接 回 , 共 罚 中 线 , 共 
忽 重心 ,可 称 为 协 共 和 中 线 三 角形 {cosymmedian triangles ) .我 们 
特 在 后 窗 ($ 475) 再 研究 它们 . 

练习 ” 设 在 三 角形 的 边 上 向 外 作 正 方形 .与 已 知 三 角形 的 
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边 平行 的 边 构成 一 个 三 角形 ,与 已 知 三 角形 相似 ,天 为 位 似 
中 心 . 

问题 已 知 三 角形 的 一 个 顶点 ,过 它 的 两 条 边 的 方向 ,及 共 
罗 重 心 , 求 作 这 个 三 角形 . 


等 角 中 心 9 


$352 下 一 个 吸引 我 们 注意 的 点 是 等 角 中 心 .它们 具有 这 
样 的 性 质 : 三 角形 各 边 对 它 所 张 的 角 是 60P 或 120 .它们 由 下 面 
的 定理 确定 . 

定理 ” 设 在 已 知 三 角形 的 边 上 向 外 作 等 边 三 角形 4243P，， 
4341P2. AiA2zPs, 则 A1P1, A2P2, 4sPs 相 等 ,并 且 相 交 于 一 
点 灵 , 且 

TARA3= 守 ARA = A RA = 120P， 


中 除 $356 -~ 358 后 面 将 楼 用 到 外 .本章 其 余部 分 均 可 上 略 去 ,不 影响 
进步 学 习 ， 


i9f 


[218] 


[219] 


因为 三 角形 4142Pi 与 P34243 全 等 ,4; 是 它们 的 相似 中 
心 , 对 应 直线 之 间 的 角 等 于 PiA243; 即 60 ,所 以 4 Pi 与 43 
相等 . 设 它们 相交 于 RR, 则 

们 A3RA1= 们 A3P3,ALPi= 全 A2A3,A2P1= 袜 A2P1P;. 
因此 员 是 图 4543P1,4142P; 的 交点 ,由 于 圆 4144P; 也 过 这 -一 点 ， 
所 以 43P2 过 丸 , 这 就 是 要 证 明 的 .我 们 看 到 详 42R43 是 120, 而 不 
是 好 ,因为 三 角形 41424; 与 P1424 的 方向 相反 ,所 以 

42RA3= 袜 4;P14,= 120°. 

点 尼 落 在 三 角形 414243 内 ,各 边 对 它 所 张 的 角 确实 是 1207 , 除 
非 三 角形 有 一 个 角 超 过 120F. 在 这 种 情况 ,有 R 在 三 角形 外 ,两 个 
较 短 的 边 对 它 所 张 的 角 为 60?. 

类 似 地 : 

定理 ”如 果 在 不 是 等 边 三 角形 的 三 角形 的 边 上 ,向 内 作 等 
边 三 角形 4243Pi ,4341P4, 4142 下 那么 4A1P1 ,A2P; ,43P; 相 
等 ,并且 交 于 一 点 R', 各 条 边 在 R' 张 等 角 , 妈 

TAR'As= LAR'AL= TAR'A, = FP. 

证 明 与 前 一 个 定理 类 似 . 如 果 三 角形 没有 60 的 角 并 且 仅 
有 一 -个 角 大 于 60 , 形 在 三 角形 外 ,与 这 个 大 角 相 对 .但 如 果 有 
两 个 角 大 于 60P ,R' 在 三 角形 外 ,与 第 三 个 角 相 对 (对 等 边 三 角 
形 ,及 不 存在 ;但 如 果 一 个 不 等 边 三 角形 改变 它 的 形状 , 逐 靳 变 
成 等 边 , R' 趋 于 一 个 极限 位 置 , 它 可 以 是 外 接 贺 上 任意 一 点 ,请 
读者 自己 研究 ). 

点 民 与 R' 是 仅 有 的 ,各 边 对 它们 的 张 角 为 120P 或 60* 的 角 ， 
还 有 一 些 其 他 的 点 ,两 条 边 对 它们 张 这 样 的 角 ; 它 们 是 什么 点 ? 

8353 定理 由 一 个 等 前 中 心 到 三 角形 各 个 顶点 的 距离 
的 代数 和 ,等 于 从 顶点 到 对 边 上 的 等 边 三 角形 的 顶点 的 距离 ; 

a. RR 在 三 角形 内 ,A1Pi= AIR + AsR + AsR. 

b., 车 43> 120p ,AP1= AIR + AiR - RR. 
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c. 车 RR 与 43 相对 ,A1Pi= A3R’ -A1R’ -AsR’. 
因为 R 在 图 PA;43 上 ,所 以 由 $93b， 
PR=AR+ AR, 


从 而 a 成 立 ， 

$354 a. 定理 三 角形 41PaP;,AI1PIP;,A1A2h3 全 等 . 
对 应 直线 的 交角 为 60P. 

b. 定理 41P; 与 42P1 相 交 在 外 接 圆 .上 . 


C, APP+ AIPI = ot+ a3+ a3, ( §96) 
AIPr -AP = 434. { § 98) 
d. Pat+ ai+ a3) +243A, 
TPT -二 (e+ od+ a3) -2734. 


(Nicholas Fuss, 1796) [2201 

e. 其 于 等 边 三 角形 4;43P,, A243P1 ,等 等 的 外 接 国有 如 
下 关系 : 

设 这 些 圆 的 圆心 为 D1, 81, 等 等 , 则 三 角形 010203 与 
Qi9 旨 3 是 等 边 三 角形 ,重心 诸 是 它们 公共 的 中 心 . 等 角 中 心 
尺 ' 与 分 别 在 加 QQ203 与 010203 上 . 

8355 下 面 考 虑 等 角 中 心 R 的 一 个 性 质 , 它 本 身 具有 今 信 
惊异 的 历史 兴趣 . 这 个 点 事实 上 是 在 远 比 希腊 数学 近代 的 时 期 ， 
第 一 个 新 发 现 的 三 角形 的 特殊 点 .在 1 世纪, 费 马 向 托 利 拆 里 
(Tormicalli ) 提 出 一 个 问题 :确定 一 点 , 它 到 三 个 定点 的 虑 离 和 为 最 
小 .这 个 问题 的 实际 应 用 是 明显 的 . 托 利 拆 里 解决 了 这 个 问题 ,内 
而 发 现 这 个 点 下 .他 的 解 1659 年 由 他 的 学 生 维 维 亚 尼 (Viviani) 公 
布 .下 面 的 对 这 个 问题 的 简单 优雅 的 分 析 归 功 于 斯 坦 纳 ， 

定理 ” 设 三 角形 414z43 的 角 都 小 于 12P, 则 到 它 的 顶点 
的 距离 的 和 为 最 小 的 点 是 等 角 中 心 R. 

设 将 任 一 个 等 角 中 心 与 顶点 相连 ,并 过 后 着 作 连 线 的 垂 线 ， 


-. i103 - 


垂 线 围 成 一 个 等 边 三 角形 TI. 显然 仅 当 这 等 角 中 心 是 妨 
并 且 在 已 知 三 角形 内 时 , 它 在 三 角形 XX/ 革 ,3 内 ， 

一 个 动 点 到 一 个 固定 的 等 边 三 角形 三 边 距 离 的 代数 和 是 一 
个 定 值 .如 果 这 点 在 三 角形 外 ,中 离 的 绝对 值 的 和 大 于 代数 和 . 
设 $ 为 衬 面 上 与 尺 不同 的 任意 一 点 ,siysa, 5 为 8 到 天 2X3， 
Xa31 1X2 的 距离 , 则 


#1 十 $2 十 533 RAI + RA:+ RA 


[221] 是 否 取 等 号 根据 $ 在 了 EX 内 或 外 而 定 ， 


在 任 一 种 情况 , S41> 31, S42 之 s2, S43 之 s3; 并 且 等 号 不 全 

成 立 , 所 以 
SAl+ SA2+ 543> RAI + RAs + RA. 

类 似 地 ,三 角形 XX2X3 是 各 边 通过 已 知 三 角形 顶点 的 正 
向 的 等 边 三 角形 中 最 大 的 . 

如 果 三 角 形 有 一 个 角 大 于 120? ,这 个 角 的 顶点 是 费 马 问题 
的 解 . 

等 第 中 心 的 等 角 共 辆 点 , 称 为 等 力 点 ,将 在 第 17 章 仔 细 讨 
论 呈 . 

$356 关于 等 角 中 心 的 定理 可 以 作 一 些 推广 ,我 们 将 叙述 
一 些 定理 而 不 加 证 明 . 首先 是 最 一 般 的 ,并 指出 几 种 变更 的 形 
式 . 证 明 根 据 塞 瓦 定 理 . 

定理 过 三 角形 每 一 个 顶点 各 作 一 对 等 角 线 ,每 一 条 与 角 
的 一 边 相 关联 ,与 每 条 边 相 关联 的 两 条 线 交 于 --- 点 ,将 它 与 所 对 
的 顶点 相连 , 则 这 三 条 连 线 共 点 . 即 设立 A4341X2= 立 找 34 14;= 
pi TAA2E3 = TEA = pTAzAIT1 = 人 EAAL = 9?3， 则 
4 下 1 42 天 2,43X3 交 于 一 点 PP, 由 疡 到 三 边 的 垂 线 满足 


4 靠 角 中 心 的 详细 研究 见 Markay .Precedings of Edinhurgh Math. 
Sciety TY L897 .pp TO -上 各、 
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Sin Singp> _, sing3 
sin{ai — 1) Sintaz— $2) sin(aa~ pa)” 
在 p11+ 2+ 3= 180P 的 特殊 情 视 ,各 边 上 的 三 角形 相似 , 即 

A FI AA CD A A;. 

设 4 二 42X2,433 交 于 忆 , 则 这 三 个 三 角形 的 外 接 圆 也 交 于 
P, 在 PP 点 形成 的 角 为 已 知 角 gj, pz, gp3. 4 4 ,A3 的 长 
与 这 些 三 角形 的 商 成 比例 中 . 

$#3S7 将 原来 的 定理 用 另 一 种 方式 特殊 化 ,我 们 得 到 下 列 
结果 .关于 等 角 中 心 的 定理 就 是 它 的 特例 ;其 他 特例 将 在 布 洛 卡 
也 和 何 中 遇 到 . 

定理 ” 设 以 已 知 三 角形 的 边 为 底 , 作 相似 的 ,位 置 也 相似 的 
等 腰 三 角形 , 则 连结 等 量 三 角形 的 项 点 与 原 三 角形 相对 的 顶点 ， 
三 条 连 钱 共 点 ,这 点 到 诛 三 角形 各 边 的 距离 由 


p1:P2:p3= 


1 1 
piipaips= aide = 中) ‘sin(a2 - p) sin(aa— vp) 
给 出 ,其 中 9p 为 等 腰 三 角形 的 底 角 ， 

友 过 来 ,如 果 一 点 到 各 边 的 距离 如 上 式 所 示 , 那 么 这 个 点 确 
定 一 组 上 述 的 相似 的 等 腰 三 角形 . 

这 个 定理 是 塞 瓦 定理 的 喜 接 推论 ,特例 是 :gp = 0, 重心 ;yp = 
90? , 垂 心 ;pp = al 顶点 41; 9 = 60? 或 120 ,等 角 中 心 ;等 等 ,对 gp 
的 备 种 值 画 出 草图 并 确定 所 共 点 的 轨迹 是 有 启发 性 的 . 

83S8 定理 设 三 角形 4243 计 A341,A142Xs 是 顺 相 位 
三 角形 ,并 且 相 似 地 放置 , 则 半 | 多 3 的 重心 与 414241 的 重合 名. 

设 延 长 YIDO 到 于 , 便 品 Xi = XO 则 42743 是 平行 
四 边 形 . 于 是 三 角形 414243, TXT143 ,As 相 似 , 因 为 每 两 


中 图 73 对 $357 的 特殊 情况 说 明 这 一 定理 ， 
谷 ” 广 章 这 个 定理 既 不 暇 定 相 似 二 俐 形 局 等 腊 一 入 形 ,由 天 股 定 
二 
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图 73 


个 有 一 对 相等 的 角 ,并 且 夹 角 两 边 成 比例 ,由 比例 ,可 得 4> = 
下 3141X3 = 天 2 下 1 岂 3 下 2 为 平行 四 边 形 .因此 4 与 


[2231 XXX 在 交点 Z 互相 平分 .又 三 角形 4 三 的 两 条 中 线 4;Di 


与 XIZ 在 时 点 互相 三 等 分 ,因为 40 也 是 414>43 的 中 线 . 伍 
五 1Z 也 是 于 2 的 中 线 , 所 以 XI 的 重心 也 是 彤 . 

一 种 三 角 的 证 明 建 筑 在 ;将 区, 外;, X3 到 某 一 边 ,例如 
4243 的 垂 线 ,用 A14243 的 和 角 及 角 4d243 ,di 来 表示 . 运 
用 这 些 三 角 表 达 式 ,容易 证 明 这 些 垂 线 的 和 等 于 4181, 所 以 它 
们 的 平均 值 等 于 MM 

么 设 XX1, 了 ,3 共 线 , 则 这 条 直线 必 过 重心 . 

$359 定理 从 三 角形 的 每 一 个 顶点 作 一 对 等 角 钱 ,如 果 
每 三 条 都 不 共 点 ,那么 共有 除去 顶点 外 的 十 二 个 交点 ,这 十 二 个 
交点 , 必 两 两 配对 ,成 为 六 对 等 角 共 辆 点 . 原 三 角形 的 每 一 个 项 
点 ,可 以 用 新 的 直线 与 其 中 两 对 共 姚 点 相连 .这 些 新 的 直线 每 三 
条 共 点 ,产生 八 个 新 的 点 ,它们 是 四 对 等 角 共 思 点 . 

对 这 个 图 深入 研究 可 得 到 丰富 的 回报 .例如 ,连接 上 上 述 六 对 
等 前 共 绒 点 的 直线 ,每 三 条 交 于 一 点 , 共 得 四 点 ,连接 定理 最 后 
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的 友 对 等 角 共 斩 点 的 直线 共 点 . 

$360 逆 垂 足 三 角形 83S5 的 证 明 所 用 的 方法 提供 一 
个 有 趣 的 推广 . 

定义 ” 设 任 一 点 与 一 个 三 角形 的 项 点 相连 ,过 这 项 点 作 连 
线 的 垂 线 . 这 样 的 三 条 垂 线 组 成 的 二 角形 称 为 这 点 关于 这 个 二 
角形 的 道 牌 足 三 角形 ， 

显然 已 知 三 角形 是 这 点 关于 这 道 垂 足 三 角形 的 垂 足 三 角 
形 , 因 此 这 样 辣 名 .于 是 , 任 一 个 关于 垂 足 三 角形 的 定理 提供 一 
个 关于 道 垂 足 三 角形 的 定理 中 . 

定理 ”外接 圆 上 一 点 的 逆 付 足 三 角形 退化 为 一 点 ,这 点 也 
在 外 接 喝 上 . 

定理 ”一 点 的 道 垂 足 三 角形 ,与 它 的 等 角 共 弧 点 的 垂 足 三 
角形 广 似 . 


宗 格 尔 点 


$361 我 们 已 经 提 到 过 奈 格 尔 点 ( 间 2391), 它 是 三 角形 的 
顶点 与 所 对 旁 切 芳和 欧 切 点 的 连 线 的 交点 .我 们 现在 建立 一 些 它 
的 有 趣 的 性 质 . 


图 74 


个 进 一 此 见 Gallathy 的 书 ,第 ?7 竟 . 
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[225] 


定理 ”三 角形 的 重心 好 ,内 心 了, 奈 格 尔 点 N 共 线 ,并 且 
MN =2 IM (参见 $257). 
首先 考虑 直角 三 角形 41H J 与 HO1. 


Ni=p= 人 a， 六 号 = 和 Fi= 二 (om- 43), 


T= 0- Ra, 

1 
TH AH! 2s 

芭比 on hi a 


质 以 这 两 个 直角 三 角形 相似 ,101 平行 于 A1N., 应 用 $84 与 
$ 290, 得 


AIN ar’ 
所 以 太 入 =2 101,4101 与 JN 在 M 处 互相 三 等 分 . 

362 定理 ”HAN 平行 于 Of,HN=2 从 . 设 $ 为 IN 的 中 
点 , 则 015 平行 于 4171, 因 此 平分 角 010203. 于 是 8 是 三 角形 
01020s 的 内 心 .三 角形 414243 与 01020Ds 的 内 切 图 的 位 似 中 
心 为 时 与 六 

和 363 定理 ”由 三 角形 414243 的 顶点 到 奈 格 尔 点 的 直 
线 通过 三 角形 010;0; 的 内 切 圆 的 相应 的 切 点 ， 

定理 内心 是 01020; 的 泰 格 尔 点 . 

§364 三 角形 010203 的 内 切 圆 称 为 P- 圆 或 斯 食 克 
阅 中 ,有 一 些 性 质 奇妙 地 与 九 点 图 的 性 质 平 行 . 我 们 刚刚 已 定 出 


[226] 它 的 圆心 为 JIN 的 中 点 ,并 且 看 到 四 个 点 N,S,M,I 与 H,F， 


于,O 位 置 类 似 , 又 由 4,42,43 到 六 的 直线 通过 斯 件 克 圆 的 
相应 的 切 点 . 
入 345 定理 设 己 ,Pa,P3 为 4, 4 43 的 中 点 ， 


Spieker,Gnmunerts Archiv. S51 ,1870,pp. 10— 14， 


.一 -- ios i 


则 斯 伟 克 圆 也 是 三 角形 PPzPs 的 内 切 匀 ,并 且 PPPa, 101, NT 
交 于 一 点 ,这 点 是 斯 爷 克 圆 与 P;P3 相 切 的 切 点 ， 

显然 三 角形 A14243 与 PipzpPs 相似 , 相 候 出 为 2:1, 位 极 
中 心 为 六. 国 此 ,后 者 的 内 切 圆 即 斯 伸 克 圆 . 又 直线 Ni 等 等 通 
过 这 和 的 切 点 ,并 被 这 点 平分 .最 后 ,名 ; 平行 于 41NJ1, 在 01 
平分 117i, 所 以 通过 三 让 的 中 点 . 

$366 定理 斯 但 克 圆 内 切 于 两 个 全 等 三 角形 010,0， 
与 PP2P3, 这 些 三 角形 对 应 边 上 的 切 点 是 对 径 点 ， 

于 是 ,我 们 看 到 九 点 圆 半径 是 外 接 圆 半径 的 一 半 , 叶 是 位 
似 中 尾 ,有 六 条 特殊 的 直径 ;与 之 类 似 的 ,斯 伸 克 图 半径 是 内 切 
图 半径 的 一 半 , NH 是 位 似 中 心 , 与 六 条 特殊 的 直线 在 特殊 点 相 
切 , 因 而 有 六 条 特殊 的 直径 ， 

3367 定义 一 个 三 角形 的 夫 尔 曼 (Fuhrmanmn) 三 角形 中 
是 外 接 圆 被 4,4243 分 成 的 三 条 弧 的 中 点 ,关于 相应 边 反 射 ,所 
得 三 个 点 组 成 的 三 角形 .对 这 三 个 点 的 圆 称 为 夫 尔 有 曼 圆 . 

同 前 , 记 弧 4:43,4341 4443 的 中 点 为 Pi, P2, Pa; 则 4，， 
1 Pi 共 线 ; 设 Pi,P2, Py 的 对 径 点 为 01,02,03; Pi,P2, 关 


个 即 Spiegeldreieck , 见 Fuhmnanm 的 书 ,107 页 . 


(227] 


于 相应 边 的 对 称 点 是 灵 ， ,玉环 则 
而 01= 01Pi= 方 van 多. 
$3368 定理 ”AHRIQ1 是 平行 四 边 形 , HR| 生 直 于 前 平 
分 线 4 14Pl. 
因为 OiR1=2 001=AIH( $256), 所 以 HR 平行 于 A101， 
南 4101 是 外 角 平 分 线 . 
369 定理 ”NH 是 夫 尔 曼 圆 的 直径 . 
首先 延长 NO, 交 平 分 线 411P| 于 AI 由 8361 的 证 明 , Ol 
[228] 是 NN! 的 中 点 , NPI1NIRI 是 平行 四 边 形 . 因 此 RIN 平行 于 A1f. 
而 我 们 已 经 知道 HR, 简直 于 411, 所 以 Ri 在 以 HN 为 直径 的 
圆 上 . 
§370 定理 三 角形 PjP;P; 与 RLR2Rs 首相 似 . 
因为 RI 平行 于 PPs, 等 等 .我 们 有 有 
TRIRR3= 人 TRIHRA= TAPP PIPy= 人 TPsPoPi. 
$371 定理 夫 尔 曼 圆 与 高 相交 ,交点 到 顶点 的 距离 为 


第 开间 “ 找 必 与 其 的 下 


2p ， 
因为 在 高 二 | 地， 上 到 AA1T =20, 则 
24 = a1*AiH, = 203 ， 
所 以 AiT a AIN 


AiHL 人 A ( $361) 

这 表明 TN 平行 于 A243, HTIN 为 直角 . 

$372 定理 三 角形 4142:43 与 7T;TyT 首相 似 . 

于 是 ,在 这 个 有 趣 的 圆 上 有 八 个 特殊 的 点 . 夫 尔 虹 还 发 现 了 
许多 其 他 有 趣 的 性 质 . 

最 后 ,我 们 指出 虽然 我 们 的 注意 万 限制 在 与 内 切 圆 有 关 的 
图 形 ,相应 的 与 旁 切 贺 有 同样 关系 的 图 形 也 存在 . 即 有 三 个 “ 旁 
奈 格 尔 点 " .性 质 与 这 格 尔 点 相 类 似 , 每 一 个 给 出 一 个 斯 介 克 贺 
与 一 个 夫 尔 曼 回 .这些 图 形 的 更 详细 的 研究 是 很 有 价值 的 . 

练习 ”本章 中 下 列 定理 留 给 读者 证 明 它 的 全 部 或 部 分 ,其 
中 有 些 比 前 面 各 章 的 较为 困难 : § 342 ~ 348 ,351, 353,354,356, 
357,359 ,360.362 ,363,366， [229] 
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8$8373 本 章 中 简略 地 考虑 一 些 射影 性 质 前 定理 , 即 关于 共 
点 线 , 共 线 点 的 ,不 涉及 距离 ,角度 大 小 与 比值 的 定理 .我 们 讨论 
透视 的 图 形 的 关系 ,建立 稍 沙 格 (Desargves) 的 基本 定理 ,这 个 定 
理 的 各 种 应 用 ,接着 对 四 边 形 的 简略 研究 ,最 后 引 至 关于 圆 内 接 
六 边 形 的 著名 的 帕斯卡 (Pascal) 定 理 . 
定义 ”平面 上 两 个 图 形 称 为 互相 透视 的 ,如 果 :(a) 连结 对 
应 点 的 直线 交 于 一 点 , 称 为 透视 中 心 .(b) 对 应 线 的 交点 在 一 条 
直线 上 , 称 为 透视 轴 ， 
我 们 已 经 考 虚 过 这 一 定义 的 一 种 特殊 情况 , 即 对 应 边 互 相 
平行 的 相似 形 .这 时 透视 轴 是 无 穷 远 线 ,透视 中 心 是 位 似 中 心 . 
更 一 般 的 透视 图 形 的 存在 性 ,由 下 面 的 定理 建立 . 
$374 ”第 沙 格 定理 ” 设 两 个 三 角形 有 透视 中 心 , 则 它们 有 
透视 轴 . 
设 三 角形 41424s 与 Bi1B2Bs 这 样 放置 : A1B1，A2B;， 
[230] A3Ba 交 于 一 点 Di 设 4243 与 B28B3 交 于 人 C1， 4341 与 BiB) 
交 于 Cz，4ta 与 B1B; 交 于 [3 1，C2，C3 共 线 的 证 明 用 
门 奈 劳 斯 定理 很 容易 解决 .首先 将 直线 BC381 作为 三 角形 
A1043 的 截 线 


中 第 13,14,15 章 的 任何 部 分 或 全 部 ,都 可 以 略 去 ,不致 影响 以 后 各 
章 的 阅读 .但 本 章 和 包含 几 个 著名 的 定理 . 
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Bi0* Cds 141 
Bada: C2A1* BIO 
二 BO C3Ai' BA, 
同 理 CA Bo a =1, 
BO OAs ByAs -1 
BoA CiA3' B30 ， 
结合 这 些 等 式 ， 相 消 得 
A C241 Tt ， 
这 表明 Ci,Ca,Cs 共 线 . [231 

$375 定理 反 过 来 , 设 两 个 三 角形 有 透视 轴 , 则 它们 有 
透视 中 心 . 

用 同样 的 记号 ， 我 们 假定 Cl, C2; C3 在-- 条 直线 上 ,证 明 
41B1,42B2,43B3 共 点 . 考虑 三 角形 4181C3 与 43B3C1. 它 们 
以 C2 为 透视 中 心 ,因而 根据 上 节 定 理 , 它 们 有 透视 轴 . 换 句 话 
说 ,这 4,,B; 的 直线 也 通过 4181 与 4383 的 交点 .这 就 正 是 我 
们 希望 证 明 的 . 
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[232] 


显然 有 各 种 特殊 情况 ,其 中 有 些 直线 互相 平行 .证 明 容 易 修 
改 以 适用 这 些 情况 ,以 后 我 们 不 另行 提出 讨论 . 

于 是 我 们 看 到 两 个 三 角形 只 要 有 透视 中 心 或 透视 轴 ,就 一 定 
是 透视 的 . 对 三 角形 以 外 的 图 形 ,我 们 容易 建立 下 面 的 -一般 命题 

和 376 定理 已 知 透 视 中 心口 ,透视 轴 P ,一 个 图 形 
4BC… 与 04 上 一 点 4 ,那么 一 定 存 在 ,而 且 可 以 仅 用 直 尺 作 
出 ,一 个 与 已 知 图 形 遂 视 的 图 形 ,其 中 4' 与 4 对应. 

为 了 找 出 与 任 一 点 BB 对 应 的 点 B', 设 AB 交 p 于 肯 , 作 
M4' 交 O08 于 8B'. 而 由 管 沙 格 定理 , 对 应 于 任 一 其 他 点 C 的 点 ， 
是 有 定义 的 并 且 可 以 唯一 地 衫 定 ， 

#377 定理 设 三 个 三 角形 有 公共 的 透视 中 心 , 则 它们 的 
三 条 透视 轴 共 点 ， 

设 三 角形 为 X23， 了 YoY3,， 2Z12223, 则 XI 
2Y225， 针 9Y323 为 共 点 的 直线 .我 们 将 三 角形 的 边 用 与 所 对 顶 
点 相同 的 小 写字 母 表 示 . 考 虑 边 为 xzyyayzz 与 xyya,za 的 三 角 
形 . 它 们 的 对 应 边 相 交 于 共 线 点 下 4, 说 ,2Z1; 所 以 对 应 顶点 的 连 
线 共 点 .但 连结 xx, ya 的 交点 与 x3, ys 的 交点 的 直线 ,是 
革 1X2X3 与 YY 了 73 的 透视 轴 , 等 等 ,所 以 这 三 条 轴 共 点 ， 

$378 定理 ”类似 地 , 设 三 个 三 角形 两 两 互 为 透视 ,并 且 
有 一 条 公共 的 透视 轴 , 则 它们 的 透视 中 心 共 线 ， 

这 个 定理 及 各 种 逆 定理 的 证 明 没 有 困难. 

$379 应 用 门 泰 劳 斯 定理 于 两 个 三 角形 的 边 的 交点 ,产生 
一 个 一 般 公 式 , 可 以 以 各 种 方式 应 用 于 特例 ,已 知 两 个 三 角形 
414243，, 昌 1828s, 设 A243 与 号 ?号 交 于 Pj, 与 有 8 交 于 01， 
与 B1B; 交 于 RR ;在 A4341;414， 上 的 交点 类 似 地 标记 . 则 在 直 
线 BB3 上, 分别 有 4243,4341,4142 的 交点 Pl, RR;, 03. 

定理 ”对 任意 三 角形 41434; 与 BB,B3， 
PiAs* PAs* P31 ,O12 OA3° WoAt RiA2* RoAs: RA 


2 3 
PiAs3' PA Padz OA Ord1: Oad2 RiAs* Radi* RyA, 
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对 截 线 PRzO3 等 等 的 每 一 条 应 用 门 奈 劳 斯 定理 , 相 乘 , 重 
排 , 立 即 得 出 上 述 公 式 . 
$380 系 三 角形 414243 与 81B2B3 透视 , 即 418B1， 
看 2B2, 丰 3B3 共 点 , 当 且 仅 当 
QA 人 224834 RiAs: RaAl* R3A2 


OA QA 11: 3A2s Rid2* Roda® Radl 

因为 P,P,, Ps 共 弘 是 充分 必要 条 件 , 妈 

PiAs* PoA3°* PaA1 
PiAs* Pd1: Psd» 

如 果 在 $379 的 等 式 中 ,两 个 分 式 等 于 1, 那 么 第 三 个 分 式 
有 同样 的 值 .因此 有 下 面 的 定理 : . 

§381 定理 设 两 个 三 角形 有 两 种 方式 成 透视 , 则 必 有 第 
三 种 方式 成 透视 . 即 设 42B3, 43B1, A18B; 共 点 , A3B2, 41B;， 
二 2B1 共 点 , 则 4181,42B82,43Bs 共 点 . 

382 上 节 定 理 可 以 表示 成 稍 有 不 同 的 形式 ,如 下 : 

定理 设 P,0 是 三 角形 4;4243 所 在 平面 上 的 两 点 ,4; 户 
与 43@ 变 于 品 ,43P 与 410 交 于 8B2,A1P 与 410 交 于 Ba, 则 
A1B1,42B2,A3B3 交 于 一 点 RR. 

设 430 与 41P 相交 于 Cl, 等 等 , 则 三 角形 414243， 
C1C2C3 同样 明显 地 成 透视 . 而且 可 以 证 明 B1BsB3 与 CuCoeC3 
成 透视 ,这 三 个 透视 中 心 共 线 .应 当 将 这 个 图 完整 地 画 出 来 , 它 
对 深入 研究 是 有 益 的 . 

$383 设 直 线 A4' ,8B' CC' 交 于 一 点 加 .这 六 个 点 可 出 
四 种 和 不同 的 方法 , 配 成 三 角形 对 ,如 ABC 与 4’B8'C',A'BC 与 
4AB'C' ,等 等 , 每 一 对 确定 一 条 透视 轴 . 这 六 对 直线 ,如 BC 与 
8C ,相交 于 六 点 ,每 三 个 一 组 ,在 上 述 四 条 和 甫 视 轴 上 . 换 句 话说 : 

定理 设 44', BB' ,CC' 共 点 , 则 对 应 线 , 如 AB 与 4'B'， 
4C "与 40 ,等 等 ,的 交点 每 二 个 -组 ,在 四 条 直线 上 ,因而 是 - 
个 完全 四 边 形 的 顶点 .类 似 地 , 设 三 对 直线 ,每 一 对 的 交点 共 线 ， 
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则 过 这 些 直 线 的 对 应 交点 的 直线 ,是 一 个 完全 四 角形 的 边 . 
$384 定理 边 是 一 个 完全 四 边 形 的 边 的 每 一 个 三 角形 ， 


L234] 与 这 个 完全 四 边 形 的 对 角 三 角形 成 透视 . 


因为 这 两 个 三 角形 以 完全 四 边 形 的 第 四 条 边 为 透视 轴 . 

系 ” 设 一 个 完全 四 边 形 芍 两 条 对 角 线 的 交点 与 剩 下 的 两 个 
顶点 相连 , 则 这 样 的 六 条 连 线 中 ,三 条 交 于 一 点 ,产生 四 个 新 点 ， 
因而 形成 一 个 完全 四 角形 .于 是 ,每 个 完全 四 边 形 必 有 一 个 稻 伴 
的 完全 四 角形 ,具有 同样 的 对 角 三 角形 ; 反 过 来 也 成 立 .过 这 完 
全 四 迪 形 的 每 个 项 点 ,有 完全 四 角形 的 一 条 和 边 .这 完全 四 角形 的 
每 一 个 三 角形 ,与 完全 四 边 形 的 一 个 三 角形 及 对 角 三 角形 成 透 
视 , 公 共 的 透视 中 心 是 完全 四 和 角形 的 第 四 个 顶点 ,透视 轴 是 完全 
四 边 形 的 第 四 条 边 ， 

$385 和 蝗 斯 卡 定理 ” 设 一 个 六 边 形 内 接 于 辆 , 则 每 组 对 边 
的 交点 共 线 . 即 设 六 个 点 P,0' ,RR,P' ,0,R' 依 任意 次 序 在 一 
个 较 上 , 则 PQ' 与 P'Q 的 交点 , 0R' 与 O'R 的 交点 , RP' 与 RR'P 
的 交点 共 线 . 


设 PO' ,0R', RP' 《如 果 必 要 的 话 , 将 它 延 长 ) 是 三 角形 
B1B3B3 的 边 ,PO ,O'R,R'P 是 三 角形 A14343 的 边 , 则 
0 RA = Ri， 
对 42,43 有 类 似 的 等 式 . 
将 这 些 等 式 丧 起 来 ,再 分 开 得 
OAz" RAs*PA! _ P'A2 QA RAI 
OA RAI"PA> PiAs* OA RA [235] 
因此 直接 应 用 8380, 三 角形 4,4243 与 B1B28Bs 成 透视 .它们 的 
透视 铀 就 是 我 们 要 证 明 存 在 的 直线 . 
§386 这 个 著名 的 定理 是 帕斯卡 (Blaise Paseal ) 在 1640 
年 发 现 的 ,当时 他 只 有 16 岁 . 从 初等 几何 的 观点 来 看 , 它 并 不 特 
别 有 意 义 , 因 为 道 命 题 不 成 立 . 它 是 予 面 的 更 一 般 的 定理 的 特 
例 : 六 边 形 对 边 的 交点 共 线 , 当 且 仅 当 这 六 边 形 的 顶点 在 一 条 贺 
锥 曲线 上 . 仅 当 我 们 知道 五 个 顶点 在 一 个 圆 上 时 ,才能 断定 第 六 
个 顶点 在 这 个 圆 上 .因此 这 个 定理 的 应 用 范围 有 限 . 舅 一 方面 ， 
在 射影 几何 中 ,这 个 定理 非常 重要 . 


我 们 将 叙述 这 个 图 形 的 一 些 进 一 步 的 性 质 ,而 不 加 证 明 . 设 
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在 一 个 贺 上 取 六 个 点 , 画 线 将 它们 连 成 一 个 六 边 形 (不 一 定 是 凸 
六 边 形 ), 连 法 很 多 ,事实 上 ,有 六 十 种 .每 一 个 这 样 的 六 边 形 , 确 
定 一 条 帕斯卡 线 . 容易 看 出 这 些 线 都 不 相同 ,六 个 取 定 的 点 ,有 
十 五 条 连 线 ,相交 产生 另外 四 十 五 个 点 ,过 这 些 点 中 每 一 点 有 中 
条 帕斯卡 线 .这些 帕 斯 卡 线 ,每 三 条 共 线 ,产生 二 十 个 其 他 的 点 ， 
称 为 斯 坦 纳 点 ,每 条 线 上 一 个 .而 且 这 些 帕 斯 卡 线 ,每 三 条 共 线 ， 
还 产生 六 十 个 其 他 的 点 , 称 为 寇 克 曼 (Kirkman) 点 ,每 三 个 在 一 


L236] 条 直线 上 ,二 十 个 斯 坦 纳 点 ,在 十 五 条 其 他 直线 上 ,每 条 线 上 四 


个 ;六 十 个 寇 克 曼 点 在 二 十 条 其 他 直线 上 ,每 条 线 上 三 个 ,这 些 
事实 足以 最 示 这 个 看 起 来 简单 的 定理 中 会 有 几乎 无 尽 的 宝 
藏 中 . 

387 与 帕斯卡 定理 相关 的 有 布 利安 释 (Brianchon ,1806】 
定理 ; 

定理 ” 设 六 边 形 与 一 个 圆 外 切 , 则 对 顶点 的 连 线 共 点 . 

最 简单 的 证 明 根据 极 倒 形 的 方法 ( § 134) .考虑 一 个 辅助 图 
形 , 其 中 有 已 知 疼 形 的 每 条 直线 的 极点 ,及 每 个 点 的 极 线 .在 已 
知 图 形 中 ,六 条 直线 与 贺 相 切 ; 在 辅助 图 形 中 ,六 个 点 在 圆 上 . 原 
六 边 形 的 一 个 顶点 产生 这 新 六 边 形 中 的 一 条 边 , 即 一 条 连 绥 , 反 
过 来 也 这 样 , 对 辖 助 图 形 的 帕斯卡 定理 ,转换 回 原来 图 形 , 正 好 
就 是 布 利安 桑 定理 . 

这 个 定理 也 可 以 直接 证 明 ,不 用 极点 与 极 线 @@. 但 证 明 迁 回 
曲折 ,没有 启迪 性 . 

类 似 于 帕斯卡 定理 , 布 利安 桑 定理 是 更 一 般 的 定理 的 特例 ， 
它 的 道 命题 不 成 立 , 与 帕斯卡 定理 平行 , 它 也 有 不 少 推广 与 扩 
张 . 

$388 帕 普 斯 {Pappus] 定 理 设 一 个 六 边 形 的 顶点 交错 


中 ”完整 的 论证 见 Lachlan 的 书 ,113 页 
加 ”和 贿 考 Lachlan 的 书 ,116 页 . 
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地 落 在 两 条 直线 上 , 则 对 边 的 交点 共 线 . 

即 设 POR 与 P'Q'R' 是 两 条 直线 .六 边 形 PO'RP'OR' 的 边 
PQ' 与 PO, OR 与 O'R, RP' 与 R'P 的 交点 共 钱 . [237] 

因为 边 为 PO , 0R' , RP' 与 边 为 P'O,0'R,R'P 的 三 角形 
有 两 条 透视 轴 , 即 POR 与 PQ'R' .因此 它们 还 有 第 三 条 下 视 
轴 . 

这 个 定理 可 像 旬 385 那样 予以 推广 . 它 还 可 以 握 供 一 个 对 
偶 定 理 ， 

和 398 有 些 定理 表面 上 与 帕斯卡 定理 无 关 , 可 以 用 帕斯卡 
定理 来 证 明 . 下 面 举 儿 个 例子 . 

定理 ”由 三 角形 A1A243 的 两 个 顶点 作 直 线 42P ,A3P, 设 
P,P 分 别 为 PP 到 A143, A1A2 的 息 线 的 重 足 . Ea,T3 分 别 为 
41 到 42zP,43P 的 垂 线 的 垂 足 , 则 PKI,P3X3 与 4243 共 点 . 


对 六 边 形 4;P3X35PXYzPz4i 应 用 帕斯卡 定理 立即 得 出 结 
汉 , 这 个 六 边 形 内 接 于 以 4tP 为 直径 的 圆 . 

$390 定理 已 知 三 角形 414243, 过 点 了 的 一 条 直线 分 
蓝 交 三 边 于 TAXa. 设 41IP 交 外 接 贺 于 只 ,等 等 , 则 三 天，， 
天 ?只 :大 3 六 s 交 于 外 接 加 上 一 点 . 


全 为 设 RIX, 交 外 接 贺 于 四, 对 六 边 形 41RTLR2424341 
应 用 帕斯卡 定理 ,得 RX 也 过 Ti 同 理 R,X3 过 Ti. 
道 定理 ,是 直接 的 推论 ,可 以 表述 成 如 下 形式 ， 
$391 定理 设 两 个 三 角形 内 接 于 同一 个 圆 , 并 成 透视 ， 
[238] 则 连接 圆 上 任意 一 点 与 一 个 三 角形 项 点 的 直线 ,与 第 二 个 三 角 
形 对 应 边 的 交点 ,三 个 点 与 透视 中 心 共 线 ， 
8$392 定理 设 P,Q 为 等 角 共 固 点 , PPaPai,OIO203 
是 它们 的 垂 足 三 角形 ,P203 与 P02 相交 于 ,等 等 , 则 Xi， 
Xs,X3 在 PO 上. 
欠 为 公共 垂 足 圆 的 圆心 ,是 PO 的 中 点 只 ;PP 与 Q1R 的 
交点 Pi 在 这 个 圆 上 . 对 闪 边 形 OP 了 OPPi 应 用 帕斯卡 定 
再, 得 P,0 ,1 共 线 . 
练习 本章 下 列 各 节 含 有 留 给 读者 证 明 的 定理 : § 378， 
[239] 379,331,384,387 ,389 ,391. 
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$ 393 本章, 考虑 在 由 四 个 点 所 确定 的 图 形 中 ,关于 垂 足 
三 角形 , 牌 足 圆 与 九 点 加 的 ,一 组 值得 注意 的 定理 .这 些 结果 自 
然 地 将 我 们 引 向 费 尔 巴 哈 定 理 的 重新 讨论 及 它 的 一 些 推 广 .最 
后 简略 地 介绍 一 条 直线 关于 一 个 三 角形 的 垂 极 点 ,作为 本 章 的 
结束 . 

§ 394 ”第 一 组 定理 讨论 完全 四 角形 . 设 已 知 四 点 , 则 每 一 
后 关于 其 他 三 点 所 成 三 角形 的 垂 足 三 角形 都 相似 ;各 点 的 征 足 
圆 与 各 三 角形 的 九 点 圆 交 于 一 点 由. 

设 四 个 已 知 点 A1,42,43, 44 不 共 圆 ,也 不 成 重心 组 . 记 A 
到 4243 的 垂 线 的 垂 足 为 Pis, 等 等 , 454 的 中 点 为 Hw, 等 等 . 
这 和 神 表 面 上 笔 拙 的 记 法 ,很 快 就 显示 出 它 的 效用 , 4 关于 三 角 
424344 的 垂 足 三 角形 是 Py Po Ps, 三 角形 41424; 的 九 点 贺 
通过 高 的 球 足 Pa, Pa, Py» 及 边 的 中 点 于 2 

$395 定理 完全 四 角形 中 的 垂 足 三 角形 顺 相 似 如 下 ， 

PuPwaPa? PaPaP2y? PaPa Py? PaPaPa. 

这 是 基本 密 克 等 式 ( § 186) 的 直接 结果 : 

广 PnPnPua= 人 A2A1A4+ 袜 A44342， 


中 本 节 中 的 定理 ,最 无 疑 有 其 更 晤 的 来 源 ,但 却 是 由 Happach 二 
1912 年 整理 的 , 见 Zeitschrifi far Math ,und Nat. Untenicht,43,p.175, 我们 
对 证 明 作 了 覆 改 和 篇 简 . 
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立 PaPaPn= 人 AAA + 实 424144- 
这 表明 两 个 垂 吓 三 角形 的 这 两 个 角 相 等 . 而 在 每 个 等 式 的 右边 
可 以 换 成 ( § 18f) ; 
A 有 4 十 dxd3421= 立 A 14243+ 实 434441. 
这 表明 文 PaiP24Pa 与 文 PsPioPa 也 等 于 上 面 的 两 个 角 , 同 理 
垂 足 三 角形 的 其 他 角 也 是 这 样 . 
下 标 排 列 的 轮换 对 称 性 不 是 立即 就 明了 的 ,但 如 果 将 一 个 
轨 面 体 的 顶点 标 以 1,2,3,4; 然 后 将 四 面体 放 在 桌 上 ,使 一 个 顶 
[241] 点 朝 上 与 那个 重 足 三 角形 正 被 考虑 的 点 对 应 ,那么 其 他 三 个 顶 
点 将 依 正 方向 排列 ,与 定理 中 的 标记 方法 相同 . 
396 定理 ”四 个 三 角形 的 九 点 圆 共 点 ， 
设 贺 证 12M 13Mw 与 Mw 有 Hw 村 4 再 交 于 多, 则 
人 MAM = MMiMn = 并 434241， 
TMaXM = MoMaMa = AAA. 
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相 加 得 
吉村 28 = 袜 444241= 详 肝 2 有 时 2 
因此 X 沙 在 过 及 12, 帮 4, 于 2 的 贸 上 ,这 个 图 是 414244 的 九 点 
区 . 
$397 定理 四 个 点 中 ,每 一 个 点 关于 其 他 三 点 所 成 三 角 
形 的 重 足 圆 ,也 相交 于 邢 . 
即 , 例 如 , Pi, Pu, Pu,X 共 回 . 
因为 立 PyXPy= 守 PuaXMna+ MnP,, 
= 袜 PuMuMn + 人 MM P2l 
= 实 4143，4142+ 详 4244 A4A3 
= 拱 444241+ < 栋 414344 
=PxPaPa. (§395) 
$398 定理 上 述 四 点 中 ,两 点 的 生 足 加 的 第 二 个 交点 ， 
在 男 外 两 点 的 连 线 上 . 
例如 ,考虑 圆 PiyPisPis 与 PPaPw, 它 们 相交 于 XX 及 另 
一 个 点 了 4; 则 
并 PYaPa 三 TP + XYuaPn 
= 人 TPuPnY+ AXPoPa 
= XPuaPnw PoPat+ PoXPy. 


因为 不 在 414344 的 九 点 图 上 ,所 以 [242] 
YPoXP = 2 A1AyAa, ($252d) 
六 
们 PuaPrw, PraPa= 袜 PiaPr, AsA3+ 人 4243, PoP 
=2T 444341. 
因此 TPuruPa=0, 


点 了 4 在 直线 PiaPat 上 , 即 在 4343 上 ， 

系 和 垢 足 三 角形 PizPuaPias Pes PPa 在 Yi 成 透视 , 即 
PizPs3, PaPa PuPa 吉 过 了 14. 

国 为 文 PYuaPu= 文 PpPuPu, 
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PaYuPa= PoaPaPa, 

并 且 我 们 已 经 证 明 在 这 两 个 相似 的 垂 足 三 角形 中 ,上 面 两 式 的 
右 端 相等 ， 

定理 ”各 垂 足 三 角形 的 相似 中 心 是 点 天 . 

$399 定理 44 关于 六 1 用 ? 风 3 的 等 前 菇 二 点 与 4 关于 
424344 的 等 角 共 印 点 ,都 在 4243 的 过 Yi4 的 垂 线 上 ,并 且 与 
Yi 的 距离 相等 (§ 231,236). 这样 的 (每 一 点 关于 其 他 三 点 所 成 
三 角形 的 ) 四 个 等 角 共 轿 点 ,组 成 一 个 完 爹 四 角形 ,与 四 个 三 角 
形 的 外 心 所 成 的 完全 四 角形 相似 . 

$400 当 四 点 共 圆 时 ,上 面 的 那些 定理 需要 一 些 修正 . 某 
些 类 似 的 定理 业已 证 过 ,其 他 的 可 以 没有 困难 地 建立 起 来 . 

a 设 4i,42,43,44 在 一 个 加 上 , 则 在 各 点 的 西 摩 松 线 上 
的 线段 , 依 395 所 指出 的 意义 ,相等 ; 即 

[2431 Pops= PaPa= PaPst= PaPo, 等 等 . 

b， 四 个 九 点 圆 全 等 ,并 且 交 于 一 点 天 ,四 条 西 摩 松 线 都 通 
过 这 一 点 (参见 § 331). 

c， 四 点 中 , 任 两 点 的 西 摩 松 线 ,与 其 他 两 点 的 连 级 成 等 角 . 

d. 在 各 条 西 摩 松 线 上 ,由 其 起 的 线 眉 每 四 条 相等 ， 

XP = AP41 = XP = XPwz, 等 等 . 

十 二 仿 垂 是 蓝 在 三 个 图 上 ,每 个 加 上 网 个 ,这 三 外 圆 是 同心 圆 ， 
圆心 为 下 CN.Anning). 连 线 PP ,PP4,PizPas 互 相 平 行 . 

e. 任 一 三 角形 的 项 点 与 第 四 个 点 的 连 线 ,关于 这 个 三 角形 
的 等 角 线 ,垂直 于 第 四 个 点 的 西 摩 松 线 ， 

和 401 费 尔 巴 哈 定 理 现在 可 以 作为 名 396 的 一 个 容易 的 
推论 .下 面 的 证 明 方法 属于 封 腾 (Fontene1G . 

设 P,Q 关于 三 角形 414243 为 等 和 解 共 轿 点 , 则 它们 有 公共 


DD 见 Nouvelles Annales,1905,p.260. 
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的 重 足 图. 设 这 圆 交 这 三 角形 的 丸 点 圆 于 区 与 了 , 则 显然 以 4， 
有 2, 马 3; 吕 为 项 点 的 四 个 三 角形 的 九 点 图 都 过 ,而 以 4A, 有;， 
和 ,日 为 顶点 的 三 角形 的 九 点 圆 都 过 了 .特别 地 , 令 P 与 0Q 重 
合 , 则 两 组 三 角形 成 为 同一 组 ,X 与 Y 重合 .换血 话说 ,内 心 或 
旁 心 的 垂 足 加 与 九 点 贺 相 切 . 

但 这 个 证 明 不 十 分 严密 . 因为 我 们 没有 简单 的 办 法 来 抵御 
反对 的 意见 :在 一 般 情 况 , 当 P,Q 不 同时 ,有 可 能 所 有 的 九 点 
圆 都 通过 一 个 点 ,而 另 一 点 毫 无 价值 . 对 这 个 问题 的 更 仔 绷 的 [244] 
研究 引出 一 些 新 的 有 价值 的 定理 .我 们 将 从 另 一 角度 重新 开始 
探讨 这 个 问题 QD. 

§402 定理 设 一 点 P 的 牌 足 三 角形 的 边 ,与 三 角形 
O10203 的 相应 边 交 于 X ,天 2 大 3， 则 PX1, PoX2, PaX3 交 于 
一 点 上 , 它 是 区 010503 与 P,P2Ps 的 交点 , 即 上 是 A14,43 的 
九 点 圆 与 PP 的 垂 足 圆 的 一 个 交点 ， 


中 ”这 些 定理 由 Fontené 给 出 ,并 有 不 同 的 证 法 (Nouveillcs Annaies， 
1905,p.504;1906,p.55); 这 些 直 接 证 法 由 Bricard 提供 (出 处 同上 ,1906， 
pn.59) ,而 主要 定理 , # 404, 曾 被 其 他 人 所 独立 发 更 : Weill 的 书 , 1880， 
,2393 MeCav, Transactions of the Trish Roval Acarlemy, YLT, p. 310: Grit- 
fiths , Edycatimal Times , L857. 


因为 设 OP 交 以 A10 为 直径 的 如 于 上, Pl 关于 0203 的 对 
称 点 为 Pf{, 则 41P1 ,PiP1 分 别 平行 ,垂直 于 4243, 现在 41,0， 
O02,03, 荆 共 贺 ;又 41,P,P2,Pa, 上 与 Pi 在 以 A1P 为 直径 的 
图 上 ,所 以 上 到 41P2,A1Ps; P22P3, 0203 的 垂 线 的 垂 足 共 线 . 
因此 Li 在 三 角形 03P3X1 的 外 接 圆 上 

我 们 再 证 明 Li, 与 Pi 共 线 ,这 有 一 些 困难 .因为 Pj 在 以 
41P 为 直径 的 圆 上 ,所 以 

PiLiP3= 守 PIiPPy= 计 0203,A1Py= EO Ps. 


[245] 但 我 们 已 经 证 明 O03, Pa,L1,X| 在 一 个 圆 上 ,所 以 


六 X03Ps= 广 bP 

从 而 TPIiLiPs= XP;, 
因此 Pi1 ,三 1 ,在 一 条 直线 上 ， 

现在 将 图 形 的 一 部 分 以 0203 为 轴 郝 转 过 去 . 4; 落 到 HH 
上 ,0a2,0s 保持 不 动 ; 所 以 过 这 三 点 的 图, 即 以 4,O 为 直径 的 
加 ,成 为 九 点 图 ,因此 , 设 工 为 Li 的 对 称 点 , 则 它 在 九 点 贺 上 ,也 
在 与 直线 上 XP1 对 称 的 直线 上 .又 因 为 

XP XL= XPI Xb= TP KiP;, 

所 以 工 也 在 P 点 的 万 足 贺 上 .于 是 ,着 PPs 交 0203 于 X, 则 
PiX1 通 过 九 点 圆 与 冬 足 贺 的 一 个 交点 .因为 OP 通过 01020， 
的 垂 心 0 ,所 以 由 333 直接 得 到 三 条 直线 PX1, PoX2, P33 
通过 这 九 点 贺 上 的 同一 个 点 上 .这 就 完成 了 证 明 . 

$403 因此 , 任 一 点 P, 确 定 九 点 贺 上 一 个 点 工 , 根 据 
$ 396 ,397 ,完全 四 角形 414243P 的 各 个 垂 足 圆 . 九 点 圆 邦 通过 
上 .又 由 上 面 的 证 明 , 我 们 知道 ,两 个 点 P,0 在 九 点 圆 上 确定 的 
点 确实 不 同 ,除非 P,0 与 0 共 线 ,车 P,9 与 0 共 线 , 则 它们 确 
定 同一 个 点 上 .这 就 完成 了 上 面 关 于 费 尔 巴 哈 定 理 的 证 明 , 同 时 
得 到 一 些 推广 . 

$404 定理 设 一 点 在 过 外 心 的 --- 条 固定 直线 上 移动 , 则 
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它 的 垂 足 圆 通过 九 点 图 上 一 个 定点 . 

和 05 ”定理 ”一 个 点 的 垂 足 圆 与 九 点 硕 相 切 , 当 且 仅 当 这 
点 与 它 的 等 外 共 因 点 同 在 一 条 过 外 心 的 直线 上 ， 

系 ”和 费 尔 巴 喻 定理 不 过 是 这 个 定理 的 特殊 情况 ,因为 肉 心 [246] 
或 旁 心 都 是 它 自身 的 等 角 共 亏 点 . 

作 图 ” 设 已 知 一 条 过 外 心 的 直线 , 则 九 点 圆 上 的 对 应 点 ,可 
以 通过 $ 403 证 明 中 所 说 的 , 作 这 条 直线 的 对 称 直线 而 得 到 ,或 
者 利用 这 样 的 事实 得 到 :这 条 直线 与 外 接 圆 的 两 个 交点 的 西 摩 
松 线 在 这 点 相交 . 

#406 研究 这 同一 个 问题 的 另 一 途径 基于 所 请 垂 极 点 , 它 
曾 被 纽 堡 (Neuberg) , 松 恩 (Soons) , 盖 接 特 雷 (Galiatly ) 等 人 广泛 
研究 ,最 后 由 盖 拉 特 雷 集 其 大 成 0. 我们 仅 能 满足 于 概要 地 介绍 
主要 结果 ， 

定理 设 由 一 个 三 角形 的 各 个 顶点 向 任 一 条 直线 作 垂 线 , 虽 
由 其 垂 足 向 对 边 所 作 垂 线 必 交 于 一 点 , 称 为 这 条 直线 的 垂 极点 . 

当 直 线 平 行 移动 时 , 垂 极点 的 轨迹 是 与 它 垂 直 的 直线 . 与 外 
接 圆 相交 的 直线 , 垂 极点 是 交点 的 西 摩 松 线 的 交点 . 换 句 话说 ， 
一 点 的 西 摩 松 线 是 过 这 点 的 各 条 直线 的 垂 家 点 的 轨迹 .如 果 一 
条 直线 通过 外 心 ,那么 它 的 垂 极 点 在 九 点 圆 上 . 

设 一 条 直线 交 外 接 殴 于 P,0. 由 三 角形 的 顶点 作 这 条 线 的 
重 线 ,每 条 垂 线 与 外 接 图 还 有 一 个 交点 ,从 这 些 交 点 向 对 边 作 重 
线 , 则 这 些 垂 线 相 交 于 外 接 贺 上 一 点 R. 由 PQO 上 的 三 个 垂 足 向 
对 边 作 垂 线 ,这 些 垂 线 相交 于 垂 极点 5. 而 P,0, 民 的 西 摩 松 线 
也 都 通过 5,5 是 直线 PO ,PR,OR 中 任 一 个 的 垂 极点 ( 参 赂 
$337 以 下 ). 

一 条 直 线 的 重 极 点 ,关于 这 条 线 上 所 有 点 的 牌 足 图 ,有 相同 
的 得 ( 这 包括 旬 404 作为 一 个 特例 ,在 $404 中 等 为 零 ). [247] 
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$407 本 章 首先 介绍 物理 中 重心 的 概念 与 力 的 合成 ,基于 
这 些 力 学 方法 ,建立 一 些 几 何 定 理 .然后 考虑 几 组 关于 三 角形 与 
四 边 形 的 定理 ,其 中 许多 内 容留 给 读者 彻底 解决 . 


力学 定理 


$408 物理 中 重心 的 硫 念 是 大 家 熟悉 的 .为 了 几何 上 的 应 
用 ,明确 定义 如 下 : 

定义 ”已 知 平面 上 若干 个 点 ,每 一 点 处 有 一 重量 , 设 在 Pl 
的 重量 为 ml, 等 等 . 取 两 条 相交 直线 , 设 P| 到 第 一 条 直线 的 中 
高 为 d1, 到 第 二 条 的 距离 为 df , 则 到 这 两 条 直线 的 距离 为 


mid! 村 mad 十 :+ md 
mi+m2+ :+ mn 


= 


4 mdi + md + + md; 
mit+ m+ +m 

的 点 称 为 PPz,…,P 的 重心 . 

$409 可 以 立即 证 出 重心 到 任意 的 其 他 直线 的 距离 ,由 同 
样 的 公式 给 出 .在 几何 定理 中 ,通常 考虑 相等 的 重 贡 ,一 组 点 的 
重心 是 这 样 的 点 , 它 到 任 一 条 直线 的 距离 是 各 已 知 点 到 这 条 让 
线 的 距离 的 平均 值 .一 条 线段 的 重心 是 它 的 中 点 . 三 角形 面积 的 
重心 就 是 几何 上 的 重心 .在 研究 重心 的 问题 时 , 什 … 组 本 党 可 以 
出 一 人 等 二 它们 的 和 的 重量 代 葵 , 熙 将 色 放 在 齐 小 ， 
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$410 定理 三 角形 的 三 个 顶点 的 重心 是 几何 上 的 重心 . 
证 明 可 以 很 好 地 说 明 所 用 的 方法 . 设 在 三 角形 的 顶点 都 放 


有 单位 重量 , 则 其 中 两 个 可 以 用 放 在 它们 中 点 处 ,2 个 单位 的 重 
量 代替 .这 个 重量 与 第 三 个 单位 重量 的 重心 显然 在 中 线 上 ,并 将 
它 三 等 分 . 


$411 定理 四 个 成 算 心 组 的 点 的 重心 ,是 公共 的 九 点 加 


的 十 心 . 


显然 有 几 种 容易 的 证 明 . 这 个 定理 引出 下 列 定理 ; 
定理 ” 伯 特 拉 米 (Beltrami) 三 角形 的 内 心 与 三 个 旁 心 的 


重心 ,是 外 心 . 


定理 ”四边形 对 边 中 点 的 连 线 , 对 角 线 中 点 的 连 线 ,有 一 个 


公共 的 中 点 ,这 点 是 四 个 顶点 的 重心 . 


个 三 


= 角形 面积 相等 , 原 三 角形 的 重心 平分 这 两 个 三 角形 重心 的 


定理 设 一 个 三 角形 被 一 条 中 线 分 成 两 个 三 角形 , 则 这 两 


连 线 . 


$412 定理 三 角形 周 长 ( 如 将 一 根 铁 丝 变 成 三 角形 形 


状 ) 的 重心 ,是 斯 伸 克 圆 ( $ 364) 的 圆心 . 


因为 备 边 的 重量 可 以 用 放 在 中 点 ,与 边 长 成 比例 的 重量 代 


蔡 . 在 二 角形 0,020;3 中 ,每 个 顶点 有 与 对 边 的 长 成 比例 的 重 [249] 
量 , 容 易 看 出 重心 在 这 个 三 角形 的 内 心 . 


多 


下- 


分 ， 


$413 定理 设 三 角形 的 边 被 P,P;,P; 分 成 同样 的 比 ， 


A dp 


PiAs Poly” Piiz gq 


内 为 设 在 Pi, P:, Ps 放 有 要 等 的 重量 ,将 每 一 个 分 成 两 部 


和 pp,9 成 比例 ,并 将 这 些 部 分 重量 放 到 相应 边 的 两 端 , 则 这 
组 的 重心 不 这 ; 们 现在 在 .4.5 有 相等 的 系 诬 ,所 以 征 
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练习 峰 改 上 面 的 证 明 ,使 它 通 用 于 边 被 外 分 的 情况. 

类 似 地 : 

$414 定理 设 在 三 角形 的 每 条 边 上 取 两 个 点 与 中 点 等 
距离 , 即 

AzPy= Qi1hs, AsP2= 0Q2A1， A1P3= 0G342， 则 

ta) 三 角形 PLP2P3,Q1Q203 面积 相等 ( § 107). 

(b) 连结 这 两 个 三 角形 重心 的 线段 被 HM 平分 ， 

§415 定理 设 X ,XXy, 在 边 4243,4341,4142 上 ,使 
得 4281 = A3X2 = A133, 则 三 角形 六 ,六 ,XX3 的 重心 的 轨迹 是 一 条 
过 1 的 直线 全. 

因为 容易 根据 上 面 所 用 的 方法 证 明 尾 两 个 这 样 的 三 角形 ， 
重心 必 与 时 共 线 .由 此 可 以 得 到 各 种 可 能 的 推广 ,但 我 们 已 经 

[250] 充分 显示 了 这 个 方法 的 作用 了 . 

416 向 量 的 加 法 , 即 向 量 的 合成 ,用 所 谓 平 行 吓 边 形 法 
则 ,这 一 过 程 可 引出 一 些 有 趣 的 几何 定理 . 设 两 个 力 或 两 个 速度 
用 从 一 点 发 出 的 线段 表示 它们 的 大 小 与 方向 , 则 它们 的 合成 是 
以 这 两 条 线 眉 为 边 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 所 表示 的 量 . 

定理 ”三 个 或 更 多 个 作用 于 一 点 的 力 , 有 一 个 唯一 确定 的 
合力 ,不 管 它们 合成 时 的 次 序 如何 . 

定理 ” 西 尔 维 斯 特 {Sylvester) 设 在 点 0 有 三 个 相等 的 ， 
方向 任意 的 力 041,042, 043, 则 它们 的 合力 可 用 O08 表示 ,HH 
是 三 角形 44243 的 甜心. 

”因为 用 通常 的 符号 , 04; 与 O43 的 合力 是 001 =2001. 但 
O01 等 于 并 且 平 行 于 A18(C $256), 所 以 001H41 是 平行 四 边 
形 , 它 的 对 角 线 08 是 所 求 的 合力 ,更 一 般 她 : 

定理 设 P41, P4,, P43 为 平面 上 任意 三 个 作用 于 P 点 的 
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力 , 贞 为 三 角形 4i4243 的 重心 , 则 合力 为 3PM. 
证 明 留 作 练 习 . 这 个 定理 及 一 些 类 似 的 定理 可 以 在 Alison 
的 一 篇 文章 中 中 找到 . 


圆 内 接 四 角形 


$417 在 $265 已 经 建立 :如果 四 个 点 41, 42, 43,A4 在 
一 个 团 上 ; Hi, Hi, H3, Ha 是 三 角形 4243444 ,等 等 的 垂 心 ,那么 
Ai424344 与 丰 呈 :下 3 有 全 等 ,对 应 边 互相 平行 ,方向 相反 ,所 
以 4 8, 4 等 等 ,有 一 个 公共 的 中 点 P, 更 进一步 ( $400， 
327) ,四 个 三 角形 41424;3, 等 等 的 九 点 圆 ,都 通过 P. 点 41,42>， 
43,44 中 ,每 一 个 关于 其 他 三 点 所 成 三 角形 的 西 摩 松 线 也 都 通 [251] 
过 PP. 又 因为 41 是 有 HyHs 的 重心 ,等 等 ,显然 HHH3H4 的 
各 个 九 点 园 与 西 摩 松 线 也 都 通过 P. 还 有 , 4, 是 三 角形 
4243 玉 447 五 344， 月 24544 的 重心 ;类 似 地 ,对 4;,4;3;A4 也 是 这 
样 .我 们 将 这 些 综合 如 下 ; 

定理 设 41.42,4;,A4 为 一 个 贺 上 的 四 点 ,1, HH;, Hs, HH 
为 三 角形 454344 等 的 重心 .从 这 从 个 点 中 选 出 四 个 下 标 不 同 
的 ,去 个 取 自 一 组 ,第 四 个 取 自 另 一 组 , 则 它们 组 成 一 个 重心 组 . 
有 八 个 这 样 的 和 手心 组 . 另 一 方面 ,如 果 所 取 的 点 全 在 一 组 ,或 者 
每 一 组 两 个 ,下 标 不 同 , 那 么 所 取 的 四 个 点 共 贺 .有 四 对 这 样 的 
圆 , 因 此 八 个 点 在 太 个 相等 的 贺 上 ,每 一 个 阅 上 有 四 个 点 . 

显然 ,所 有 这 样 的 四 点 组 有 一 个 公共 的 P 点 ,于 是 ,例如 ， 
这 六 点 中 , 任 -- 点 关于 任意 三 个 与 它 共 加 的 点 所 成 三 角形 的 西 
摩 松 线 , 通 过 点. | 

$418 ”定理 韦 勒 (Weih) 44 关于 三 角形 4544243 的 西 
摩 松 线 ,与 #4 关于 三 角形 ;4 43 的 西 摩 松 线 , 是 同 --- 条 . 


们 Statical Proofs of Some Geometrical Theorems, Proceedings of Edin- 
faweh Mathematlical Sovicty, MN , LB86, .55. 
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因为 每 一 条 都 道 过 PP, 也 都 通过 44 与 4243 的 交点 . 

系 ， 这 同一 条 直线 扮演 八 个 不 同 的 角色 , 即 它 是 以 下 各 点 
的 西 摩 松 线 : 

44 关于 A14243; Ha 关于 HI1H2H;-. 

万 | 关于 4423H4; 有 4 关于 HH3A4. 

Hz 关于 AyH4A1;A42 关 于 H3A4aHl. 

扩 3 关于 后 A41&42;43 关于 A4H1H;. 
因此 人 组 共 圆 点 的 三 十 二 条 可 能 的 西 摩 松 线 ,每 八条 重合 为 一 
条 ,实际 只 有 四 条 不 同 的 西 说 松 线 . 

3419 定理 ”类似 好 , 八 个 重心 组 的 万 点 留 都 交 于 P; 因 
为 这 些 贺 相等 ,所 以 它们 的 贺 心 在 一 个 以 了 为 圆心 的 圆 上 .这 
八 个 圆心 构成 的 图 形 与 4 ,Fi 构成 的 图 形 相似 ,相似 比 为 1:2. 

读者 可 以 证 明 八 个 点 (4),( 玫 ) 中 的 任 一 个 ,关于 任意 其 他 
三 点 所 成 三 角形 的 垂 足 贺 通 过 P ,这样 的 贺 一 共 应 有 280 个 ;但 
实际 上 有 许多 是 重合 的 .在 确定 有 多 少 个 已 经 被 数 过 后 ,再 考察 
其 他 的 . 


黄 莱 (Morley) 定 理 


$420 定理 作 一 个 三 角形 的 角 的 三 等 分 线 , 使 得 与 每 条 
边 相 邻 的 两 条 线 相交 , 则 交点 是 一 个 正三 角形 和 的 三 个 顶点 . 


设 与 4243 相 邻 的 三 等 分 线 为 4;Pi 与 43P1, 等 等 . 要 证 明 
PiPsP3 是 等 边 三 角形 . 

延长 4,P 与 41P; 相 交 于 工 . 作 三 角形 A14,L 的 内 切 圆 , 辑 
心 显然 是 Py. 设 0,R 分 别 为 它 在 143 与 141 上 的 切 点 ,又 设 [253] 
PP 中 交 4435 于 天 ,PC 交 A243 于 NWN; 设 下 到 这 个 加 的 切线 与 
嗓 相 切 于 P, 交 42 上 于 下 . 则 


PaR = REK, PaP=s 


1 
2 
PP;K = 00, < PkP = 30; 


Pak; 


又 LQP3R = 18 - LOLR = 120 -Sas. 
所 以 守 FNO = FP30 = FLQPsP 


= 二 (人 OPR -60) = 30 -Tas. 


又 LPNK = LPSKN = LQLR = 30 + Has, 
LFNK =3a3, LFKN = 二 ca. 


所 以 严 , 天 43, 共 圆 .从 而 下 与 Pi 重合 ,KK 到 圆 P; 的 切线 过 
Pl. 

同 理 ,A 到 这 个 贺 的 切线 过 PP;. 因为 图 形 PsNK 是 对 称 的 ， 
NP; 与 KPl 在 对 称 的 位 置 上 ,所 以 容易 者 到 弧 PP, 等 于 弧 
了 :中 ;但 角 PP3R 等 于 5607, 因此 前 PiP3P; 等 于 60. 

$421 这 个 定理 曾 被 泰勒 (Taylor) 与 马尔 (Marr) 推 广 名 . 
他 们 的 主要 结果 如 下 : 

定理 ”三角 缚 的 每 一 个 角 有 六 条 三 等 分 线 ;对 每 条 内 角 三 
等 分 线 , 有 两 条 外 角 三 等 分 线 与 它 成 120p 关 . 这 些 三 等 分 线 相交 


DD Proceedings of Edinhurgh Math. Society, YY .1914, pp.119 ~ 150. 
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得 二 十 七 个 点 , 落 在 九条 直线 上 ,每 一 条 上 有 六 个 点 .这 九条 直 
线 分 为 三 组 平行 线 , 和 名 组 之 间 的 夹 角 为 60?. 

$422 同一 类 型 的 另 一 个 定理 由 夫 尔 曼 给 出 (上 述 引 文 ， 
p. 50), 

定理 ” 设 四 个 点 在 一 个 加 上 , 则 四 个 三 角形 的 内 心 组 成 一 
个 长 方形 , 它 揭 边 平行 于 对 弧 中 点 的 连 线 ; 这 些 连 线 过 这 长 方形 
的 中 心 ， 

设 4,B,C,D 顺 次 在 一 个 加 上 ,a ,5 ,c,d 为 三 角形 BCD， 
CDA ,DAB ,ABC 的 内 心 , 弧 AB ,BC ,CD ,D4 的 中 点 为 M,N， 
P,0. 

以 0 为 圆心 ,04 = QD 为 半径 的 加 过 4 与 (292), 并 且 
DeM ,AbP 都 是 直线 .所 以 


AD = beD. 
但 BAD = 守 PAD = 立 PMD， 
所 以 beD= 实 PMD， be 平行 于 MP， 


于 是 be 与 ad 平行 于 WP ,而 ob 与 cd 平行 于 NO. 但 WP 与 
NQ 垂直 ,所 以 abed 是 长 方形 .而 且 wo 垂直 于 圆 @ 的 弦 &e ,所 
以 NO 平分 弦 be .于 基 MP 与 NO 的 交点 是 这 个 长 方形 的 中 心 ， 

更 一 般 地 |; 

定理 . 以 贺 上 四 点 为 项 点 的 四 个 三 角形 ,它们 的 十 六 个 内 
心 与 旁 心 ,是 两 组 平行 线 的 交点 ,这 两 组 平行 线 互 相 垂 直 , 每 组 
有 四 条 线 . 

$423 下 列 定 理 是 斯 坦 纳 叙 述 的 ,没有 证 明 .我 们 遵循 这 
庄严 的 榜样 .部 分 的 证 明 并 没有 国难 ,但 完整 的 证 明 ( 孟 辛 曾经 
给 出 ) 长 而 且 甚 难 器 . 

定理 在 一 个 完全 四 边 形 中 , 怨 的 平分 线 相交 于 十 六 个 点 ， 


DD Steiner Collected Works, | , p. 223; Mention, Nouyelles Annaies ， 
(862,p.15;,p.65. 
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即 四 个 三 角形 的 内 心 与 旁 心 .这 些 点 是 两 组 图 的 交点 ,每 组 四 个 [255] 


图 ,它们 是 共生 共 轴 贺 组 的 成 员 . 两 个 莫 组 的 轴 相 交 在 这 个 四 边 
形 的 四 个 三 角形 的 外 接 圆 的 公共 点 . 


杜 洛斯 一 凡 利 (Droz - Farny) 


$424 下 面 的 第 一 个 定理 是 斯 坦 纳 给 出 的 .和 通常 一 样 ， 
没有 证 明 . 它 的 证 明 及 随后 的 推广 ,属于 桩 洛斯 一 几 利 (Mathe- 
sis, 1901,p.22). 
定理 设 以 片 为 心 的 任 一 个 圆 ,分 别 交 直线 0;03,0301， 
O10; 于 Pi,01,P;,Q2,P3, os, 则 
AiP1= 4zPz= A3P3= A101= 4202= 4303. 


设计 为 0203 上任 一 点 ,7 为 4181 的 中 点 , 则 有 
AlX? = 再 2+ HY:+2 AF: HT 
= HX:+ AN(AIH + 2° HT') 
= HX?+ AIH' HH:. 
但 AIH- HHi = AsH: HH = A3H* Hs, 
所 以 在 0203, 03014,010 上 的 ,与 有 等 距离 的 点 ,也 分 别 与 
二 1 , 契 2,A3 等 肥 离 .版 过 来 也 成 立 . 

《425 定理 反 过 来 , 设 以 一 个 三 角形 的 各 顶点 为 圆心 ， 
面相 等 的 圆 ,与 邻 边 中 点 的 连 线 相交 , 则 所 得 的 六 个 交点 在 一 个 
以 霍 心 为 图 心 的 圆 上 

系 a. 设 * 为 上 述 以 4，4a.43 为 圆心 的 图 的 半径 、 只 ,为 
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以 五 为 圆心 的 圆 的 半径 , 则 (参见 $ 255) 
R8= 4R2+ 7 -D(at+ o3+ a9). 
[256] 。。 b。 设 以 顶点 为 圆心 的 圆 等 于 外 接 昨 , 则 
Ri = 5R2? -二 (of+ a3+ ca 了) 


8$426 sa， 定理 以 高 的 得 足 为 圆心 , 作 通过 外 心 的 男 , 交 
重 是 所 在 边 , 则 这 样 得 到 的 六 个 点 在 一 个 加 上 ,圆心 为 FH. 

因为 设 下 为 OF 的 中 点 ,也 就 是 蕊 点 图 的 圆心 , 设 以 五) 为 
圆心 ,H10 为 半径 的 圆 交 4243 于 Pi,Pi, 则 


APL = BAY + 0?=2 HIF + OF’. ( § 96) 
因为 HF = H2F = 五所 ,所 以 于 = FP;= HP;. 
b. 定理 ”以 各 边 中 点 为 圆心 .过 吾 的 图 ,与 这 边 相交 , 则 这 样 
得 到 的 六 个 点 在 一 个 贺 上 ,圆心 为 0, 这 个 加 与 a 中 的 图 相等 ， 
因为 设 S 在 4;43 上 ,使 015;= OI 上 H, 则 有 
D52 = O01+ 0182 = 007 + OF 
= O07+ OHr?+ HH = HIO+ HE = HP 
¢， 系 ”上述 两 个 定理 中 的 贺 都 等 于 $ 425b 中 的 辐 . 
辐 为 ”057 = 007+ OF 


= O07 + 4 (2 28? +2 RH TA). 
({ § 964) 
而 45H*=4 O02 =4(R: -AO) =4(R:- 才 43), 等 等 ,所 以 代 


入 得 
0OSP= 5 及: 一 da? + @ + a3), 
前面 的 站 果 相 河 . 
uy 这 理 | 了 轨 中 必 、， 


?9 


/SR2 -二 (ai+ o3+ a3) 

为 半径 的 圆通 过 十 二 个 特殊 的 点 .每 条 边 上 两 个 ,每 条 中 位 线 上 
两 个 ， 

§ 427 将 前 面 的 结果 推广 ,得 : 

定理 ” 设 由 一 点 向 一 个 三 角形 的 各 边 作 重 线 ,以 垂 足 为 图 
心 作 圆通 过 这 点 的 等 角 共 轿 点 .这 些 圆 与 圆心 所 在 的 边 相 交 , 则 
所 得 的 六 点 在 一 个 国 上 ,圆心 是 所 给 的 点 .并 且 以 一 对 等 角 共 入 
点 为 圆心 ,这样 画 出 的 两 个 圆 相等 . 


神奇 的 三 角形 


$428 定理 一 条 直线 与 三 角形 414243 的 边 相 交 ,过 交 
点 作 所 在 边 的 垂 线 , 则 垂 线 所 组 成 的 三 角形 B18.B3 与 原 三 角 
形 相 似 . 这 两 个 三 莉 形 也 成 透视 ;它们 的 外 接 圆 的 一 个 交点 是 相 
似 中 心 , 另 一 个 是 透视 中 心 . 这 两 个 男 正 交 、. 

两 个 三 角形 显然 相似 ,因为 对 应 角 相 等 ,它们 成 透视 ,因为 对 应 
边 的 交点 共 线 , 即 已 知 直 线 是 透视 轴 . 设 这 条 直线 为 中 于, 伍 
4243 与 BB3 相交 于 下 1, 等 等 . 设 4,B, 交 4383 于 PP, 则 

守 A2P = 全 XX3B2， 守 PAaX1= 袜 B33X2 1， 
详 42P43= 村 时 是 = 六 A24143， 
P 在 圆 414243 上. 同 理 P 也 在 8 - 圆 上 . 

叉 考 虚 XX3 关于 每 一 个 三 角形 的 密 克 点 ,网 4X 
显然 与 加 B,X3X; 是 同 -个 圆 , 所 以 两 组 密 克 加 ,有 半 对 重合 ， 
密 克 点 是 两 个 三 角形 共有 的 ,在 每 - -个 三 角形 的 外 接 贺 上 .这 … 
所 显然 是 两 个 半角 形 的 相似 中 心 . 

推广 ”这 个 定理 及 其 证 明 立 即 可 以 推广 到 下 面 的 情 兹 : 市 
一 个 角形 三 条 边 上 的 基线 点 作 与 所 在 边 或 侍 .相等 前 的 上 有 
我 . 构成 的 第 个 :角形 ,与 第 一 个 相似, 半 此 外接 贺 的 安 间 等 


1 和 了 作 和 澳 守 提 有 有线 As 种 千村 和 旺 手下 这 二 
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[257] 
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相似 中 心 始终 不 变 , 但 透视 中 心 沿 着 图 414243 移动 . 另 一 方 
面 , 设 XX 平行 移动 ,并 在 每 一 位 置 作 垂 线 , 则 图 
41X 2323 有 的 形状 不 变 , 8B) 的 轨迹 是 一 条 过 4) 的 直线. 因此 P 
是 一 个 辐 定 点 ,B1,B2,B; 分 别 在 41P,42P,A3P 上 .由 此 易 知 
P 点 的 西 摩 松 线 平行 于 针 | 和 X23. 

由 这 些 定理 ,斯坦 纳 最 早 注意 到 ,可 以 得 出 一 些 十 分 精致 的 
结果 ,例如 , 桑 达 (Sondat) 的 定理 :这 两 个 三 角形 的 透视 轴 平 分 
两 个 垂 心 的 连 线 喇 . 

429 下列 定理 ,属于 A: 戈 垣 (A.Gob) 虽 ,和 留 作 练 习 . 如 定 
理 所 说 , 它 假定 三 角形 是 锐角 三 角形 ,对 钝 角 三 角形 , 涡 加 一 些 
必要 的 修改 .对 直角 三 角形 ,这 些 定理 没有 意义 .这 些 定理 中 有 
一 些 已 经 提 到 过 . 

设 过 三 角形 41454; 的 顶点 作 外 接 圆 的 切线 ,组 成 三 角形 
PP2P3:, 它 的 内 订立 是 圆 4142:43， 

a， 三 角形 PP2P3 与 414243 位 似 ;0 对 应 于 且 ， 

b. 俩 此 位 似 中 心 在 欧 拉线 .上 ,并 且 


-下 HH _2Reosaycosas_, 
[259] Eri 7 Raeca, = ZC080 COSG CO0S0 4. 


c. 三 角形 P,PzPs 的 外 心 , 记 为 0' ,也 在 这 欧 拉线 土 ( 参 
见 音 315). 

因为 0 与 HiH2H; 的 外 心 FF 相对 应 . 

d. 三 角形 PPzPs 与 三 捕 形 位 似 , 位 似 中 心 了 在 OH 上 . 

ec. 三 角形 P1P2P; 的 旁 心 是 一 个 三 角形 010203 的 顶点 ， 
这 个 三 角形 的 边 与 原 三 角形 414，43 的 边 平行 ;0 是 它 的 重心 ， 
位 似 中 心 是 大 

f， 天 关于 日 IH2H; 的 垂 是 三 角形 与 A14243 位 似 , 位 和 似 中 


中 ”作为 参考 ,可 进一步 参见 Simon 的 前 述 著作 ,p.172. 
多” 见 Mathesis,1889 年 增刊 . 
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心 仍 为 五， 

将 这 些 结果 反 过 去 ,总 可 以 得 到 许多 定理 .例如 ,我 们 可 以 
用 PiP2P3 作为 基本 三 角形 ,所 说 的 结果 产生 内 切 图 的 有 趣 的 
性 质 . 叉 , 雇 HI1HHs 为 基本 三 角形 特别 有 趣 .这 时 所 是 内 心 ， 
PiP2P3 为 外 接 圆 在 驱 的 中 点 处 的 切线 组 成 的 三 角形 .经 过 仔 
细 和 研究 之 后 ,这 个 图 形 的 内 涵 将 会 更 充分 地 显示 出 来 . 

§430 三 角形 的 办 下列 奇 巧 的 关系 属于 西班牙 的 几何 
学 家 DD: 党 瑞 革 (Duran Loriga) 号 . 

定 党 ”定义 三 角形 的 全 短 为 边 的 平方 和 的 一 半 ， 

= 起 (ci+ ai+ oa 和 ). 
三 角形 关于 任意 ~- 个 顶点 的 部 分 窜 为 
p1= 方 (a3+ a4- of ,等 等 
i 让 Mathesis, 1 8995 ,5 
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定理 apPl= azascosa1， 

b. P=pi+p2+ pa. 

ce. 天 十 + PE = at+ e+ ad 

d. A= VPIt ppit DID 

e. Pi 是 A 关于 以 A443 为 直径 的 圆 的 蜘 , 也 是 A1 关 于 以 
2 如 或 43H 为 直径 的 圆 的 守 ; pi = ATH2°' A1A3. 


| 
” eosG 1 


二 203 = 4AR. 


g- Pitanel= P2ztanaa= patanaga. 

h. 设 己 知 三 角形 的 一 条 边 ,及 上 述 各 个 窜 中 任 一 个 的 值 ， 
则 第 三 个 顶点 的 轨迹 是 一 个 加 或 一 条 直线 . 

$431 下 列 的 三 角形 性 质 , 属 于 舒 营 特 (Schroter), 由 去 尔 
曼 给 出 详细 证 明 . 多 数 证 明 非 常 困难 ,除非 采用 射影 几何 的 方 
法 ,但 希望 读者 夯 出 完整 的 图 ,验证 所 有 命题 ,尝试 发 现 新 的 关 
系 .这 个 图 形 的 资源 似乎 是 取 之 不 竟 的 . 

在 三 角形 414243 中 , 设 0 交 03H; 于 1, 等 等 ; 设 
0203 交 HiHs 于 了 ,等 等 ; 设 4243 交 了 YYy 于 Z1, 等 等 ; 则 : 

下 ,车 在 欧 拉 线 OH 上 (参见 § 392). 

A171,A2Y;,A3 了 3 互相 平行 并 且 垂 直 于 OF. 

41;, 夺 72,Y3 共 线 ,等 等 . 

[261] FY 垂直 于 了 DY ,等 等 . 

DF O282,O03Y3 交 于 九 点 圆 上 一 点 P. 

HH 交 于 九 点 加 上 一 点 P'. 

点 Zi1,2Z2,23 在 直线 PP' 上 . 

设 HIP 与 01P' 相 交 于 Wj, 等 等 , 则 写 记 ,了 YV, 了 交 于 
直线 PP 上 的 一 点 ,又 VW) 在 41X| 上 ,等 等 . 

和 让 ， [we Va 共 线 ;等 等 ， 

绒 习 术 章 以 上 各 区 供给 过 者 自己 还 明 的 机 会 :$409， 
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411,414,415,416,418,419, (421) ,(423) ,425,427, (428) ,429， 


430,(431). 括号 中 的 各 节 的 完整 的 证 明 , 或 许 比 其 他 的 更 加 困 
难 ， [262] 
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$432 本 章 及 以 下 两 章 的 内 容 都 是 相当 近代 的 ,差不多 全 
是 刚 过 去 的 五 十 年 间 的 产物 .这 种 几何 图 形 的 结构 ,在 相当 大 的 
程度 上 与 前 面 已 经 建立 的 没有 关系 , 它 是 以 -一 个 三 角形 中 的 两 
个 特殊 的 点 为 基础 的 .这 两 个 点 称 为 布 洛 卡 点 , 早 在 1816 年 , 首 
先 为 克莱尔 (Crelle) 注 意 到 ,差不多 同时 , 雅 省 比 (Jacobi) 与 其 他 
杰出 的 数学 家 发 现 了 它们 的 一 些 性 质 . 然 而 ,对 于 它们 的 兴趣 未 
能 持续 下 去 ,所 得 的 结果 也 很 快 被 遗忘 了 

1875 年 ,由 于 一 位 法 国 军官 布 洛 卡 (H .Broeard) 重 新 发 现 这 
冠 以 他 的 名 宇 的 点 ,使 三 角形 的 研究 得 到 一 股 推 进 的 动力 ,吸引 
了 当时 相当 广泛 的 注视 与 兴趣 . 据 估 计 , 至 1895 年 ,在 欧洲 有 六 
百 包 篇 关于 这 一 几何 领域 的 研究 发 表 . 其 中 突出 的 是 布 洛 卡 , 纽 
堡 {Neuberg), 菜 黄 因 (Lemoine), 麦 开 (MecCay), 塔 克 (Tuecker). 
由 于 他 们 的 贡献 ,这些 人 的 和 名字 未 远 与 三 角形 的 一 些 著名 的 圆 
或 线 联 在 一 起 中. 

本 章 研究 与 布 党 卡 几何 有 关 的 各 种 点 、 线 与 圆 . 普 先 是 布 洛 
卡 点 本 身 的 性 质 , 它 们 是 以 外 心 与 共 印 重心 连 线 为 直径 的 圆 上 


中 ”或许 最 令 人 满意 的 论 立 是 Emmerich 的 Die Brocand’'schen Cebide 
《柏林 ,1891) .实际 上 这 是 那些 轨迹 为 直线 与 圆 的 布 洗 卡 儿 何 的 一 个 纲 
要 ; 它 还 有 一 个 简短 但 有 价值 的 文献 目录 与 重要 的 历史 注 记 . 

男 -- 个 详细 讨论 这 一 课题 的 教 本 是 本 书 已 经 水 次 引用 的 夫 尔 曼 的 
Synthetische Bewise Planimetnischer Salze (柏林 ,1890). 其 处 理 分 为 两 个 部 
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的 一 对 等 角 共 亏 点 .在 这 个 圆 一 一 布 洛 卡 图 一 一 上 ,还 有 两 个 值 
得 注意 的 三 角形 的 顶点 ,它们 也 和 冠 以 布 洛 卡 的 名字 ,对 一 组 称 为 
堪 克 圆 的 圆 也 给 予 一 些 注 意 , 它 们 与 布 洛 卡 点 密切 联系 ,其 中 有 
一 个 是 这 两 个 点 的 共同 的 垂 足 圆 . 简略 地 提 到 泰利 点 与 斯 坦 纳 
点 ,然后 考虑 各 种 其 他 的 与 已 知 三 角形 有 简单 关系 ,具有 同样 布 
洛 卡 角 的 三 角形 . 


布 洛 卡 点 
$433 定理 在 任意 三 角形 414243 中 ,有 且 仅 有 一 点 
全, 满足 
LNAAs= LDA243= LOAsA1= 0. 
有 且 仪 有 一 点 2' ,满足 ， 
LAsA1= LO'h3h2= DAI43 = 
这 两 个 点 称 为 这 个 三 钊 形 的 布 洛 卡 点 . 


图 8 [264] 


分 ;除了 与 布 洛 卡 点 相关 联 的 点 .直线 .图 , 还 研究 一 些 不 是 初等 的 . 量 好 
用 解析 方法 探讨 的 扫 迹 . 

许多 这 样 的 论题 的 另 一 种 解析 处 理 , 可 以 在 开 世 的 Treatise on the 
Analytical Geometry of the Point, Line, Circle, and Conic Sections (Longmans, 
Creen ,1885) 中 找到 ， 
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设 有 一 个 这 样 的 点 台 . 考虑 圆 4142:2. 因 为 角 {2454;3 等 于 
和 角 f24,42, 而 它 是 张 024; 的 圆周 角 , 所 以 424s 是 这 个 圆 的 切 
线 . 换 句 话 说 ,点 2 是 三 个 圆 的 公共 点 ,每 一 个 图 与 三 角形 的 一 
条 边 在 一 个 项 点 相 切 ,并 且 通 过 这 边 所 对 的 顶点 ， 

记 cl 为 与 414; 在 4) 祖 切 ,并 通过 43 的 圆 ,等 等 .立即 可 
得 加 cj,e;,e3 共 点 ;事实 上 ,这 是 密 克 定理 的 极限 情况 .这 个 交 
点 必定 在 三 角形 内 部 .于 是 点 如 被 完全 确定 了 ， 

类 似 地 ,02' 是 三 个 圆 cf,c3,e$ ,的 交点 ,其 中 cf 切 41Ay 于 
41 并 通过 及 ;. 

系 一 42043= 180P - ga， 诺 42043= 可 424341， 

一 4a043= 180Pp -az，< 工 430042= 训 434241. 

问题 ”作出 已 知 三 角形 的 布 党 长 点 . 

解法 一 ; 作 圆 cl,e2,e3,ci,ci ,cs 

解法 二 ; 设 4A1P 平行 于 4243(8277),435 与 外 接 圆 相 切 
(和 344) , 则 圆 414aP 是 cj, 它 与 #2P 的 交点 是 如 (图 87). 


因为 守 A143P = 拉 4da43, 实 Pa = 并 42hs4 所 以 
43P41= 实 A34142= 祥 A31241. 
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第 芭 芝 : 


由 上 面 的 系 ,02 在 圆 4;43P 上 . 义 由 定义 
A443 = 立 04341= 祥 QP41， 
所 以 ,人 ,PP 共 线 . 
类 亿 的 作法 产生 第 二 个 点 2' ,由 这 些 作 图 我 们 推出 重要 的 
基 相 公式 ， [265 | 
$434 定理 
Cnto = oota = cotal + cotloy + Colaa. 
设 Hi 与 Pi 分 别 为 从 41 与 P 向 4243 所 作 垂 线 的 重 足 ,内 
为 PA4s4 和 i= 多 ,所 以 
A _ AH HA AP 
Pp) a1H! A1H | PP 
=cotAlAHI + cod AsHi + cot PAsP) 
= Cotay+ cotas + eotal. 
定理 ”两 布 洛 卡 点 是 等 前 共 轿 点 . 
我 们 区 别 8 与 如 ,分 别称 它们 为 正 、 负 布 党 卡 点 ;w 称 为 
布 洛 卡 角 ;直线 41 人 ,4102' ,等 等 ,分 别称 为 布 洛 卡 线 ， 


aft+ a3+ a 


§435 定理 cotw = A (§ 15r) 


下 列 关系 可 以 用 三 角 方 法 建立 , 上 式 与 35g 的 类 似 , 启 示 [266] 
我 们 三 角形 的 布 洛 卡 角 与 三 角形 的 内 和 角 有 同等 的 重要 性 ,这 一 
点 随 着 我 们 的 进展 将 越 来 越 清楚 . 


上 + cosalcosda2tosa 
sineisinassing, 
2 


cotw = 


胆 - cotw = 


a2 十 Sinza3 


2sinalsina2sinaw3 


sin2a 1 + sin 


_ dsinel + dasinazs + Gisinas 
tcoso] + 4200SC2 + 4c0SGg 3 
b. csc*ey = caclal + csota2 + esc2a3， 
2 


Vatas+t ega3+ajaz 


C. sinw = 
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图 如 
8436 设 45,4I0D' 与 4z43 的 交点 分 别 为 克 i, 多 1 ,容易 
导出 下 列 有 用 的 结果 . 
站. AINW3= al 十 3047 = da ANWI = a2. 


3 


[267] b，A4242 = ino ne 
A of sin(aa-w) 
°. Ep aas sinw ( § 15b) 
WaAl _ 他 2831Ti to _ 2) 
WAs: aisintas—-w) lay ($84) 


$437 问题 求 作 三 角形 ,已 知 一 边 ,一 个 邻 角 ,及 布 洛 卡 
角 . 
出 


a 


Ar #4 
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设 as 与 为 已 知 角 ,4243 为 已 知 边 . 作 三 角形 4243 人 ,以 
was 一 包 为 底 角 . 作 角 424 下 等 于 a3. 所 求 的 点 41 在 A3 
上 ,也 在 过 中 并 且 与 424s 相 切 于 有 4; 的 圆 上 . 设 这 个 圆 交 A3X 
于 有 1 及 A1, 则 有 两 个 解 414243 与 4 秆 243; 可 以 立即 证 明 它们 
是 道 相似 三 角形 .后 面 ($ 481) 我 们 将 看 到 有 解 存在 所 必须 满足 
的 条 件 . 

定理 ”如果 两 个 三 角形 有 一 组 角 相 等 ,并 且 有 相等 的 布 洛 
卡 角 ,那么 这 两 个 三 角形 相似 . 

$438 ”现在 我 们 建立 布 洛 卡 点 与 共 绒 重心 之 间 的 一 些 关 
系 , 以 及 前 者 的 垂 足 三 角形 的 性 质 . 
定理 ” 共 轿 重心 到 三 角形 各 边 的 距离 是 


RK = 全 ,等 等 ， ( § 342.435) 


439 定理 ”一 条 布 洛 卡 线 , 一 条 中 线 ,一 条 闪 辑 中 线 共 
点 .具体 地 说 ,A10 ,42K 与 43 有 H 交 于 一 点 ;类 似 地 , A102' 42 时 
与 43K 交 于 一 点 .这 两 个 点 是 等 角 共 赤 点 (344,436d,214) 

定理 ”类似 地 ,一 条 布 党 卡 线 ,一 条 外 中 线 , 一 条 外 共 示 中 
线 交 于 一 点 ;参见 433 问题 

53440 定理 设 凶 1, 现 2, 3, Wi1, WW;, 开 为 布 洛 卡 线 与 
对 边 的 交点 , 访 , V3, 为 共 示 中 线 与 对 边 的 交点 , 则 到 1Y2 平 
行 于 A142, WiW3 平行 于 4143，, 等 等 . 

$441 定理 部 与 0' 的 垂 足 三 负 形 相似 于 已 知 三 角形 ， 
即 

A1A2A3 CD 000 OL. 

相应 的 相似 中 心 为 2 与 ;相似 角 分 别 为 90F - o 与 w - 90， 
相似 比 都 是 sinw. 

因为 4 ,2 ,0203 在 一 个 圆 上 ,由 相等 的 角 可 以 证 明 三 角 
形 Q102025 与 三 角形 414243 相似 ,等 等 .所 以 41424h3 与 
A102203 由 同样 放置 的 相似 三 角形 组 成 ,如 是 自 对 应 点 ,相似 
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[268] 


[269] 


图 %9 

比 与 相似 角 由 对 应 线 410 与 人 ;0 给 出 . 

定理 有 与 02' 的 重 足 三 角形 全 等 , 即 D23010; 下 
1. 

$442 定理 反 过 来 , 设 已 知 三 角形 A14243 的 一 个 内 接 
三 角形 PPzPs 与 它 相似 , 即 PsPiPz co 414244, 则 它 的 密 克 
点 是 ,并 且 QQ 是 相似 中 心 .对 2' 有 类 似 的 结果 . 

§443 定理 2263 平行 于 4243, 人 3 与 4243 逆 平 行 . 

这 些 可 以 利用 公共 的 垂 足 贺 中 相等 的 圆周 角 证 明 . 

§444 定理 与 人 2' 的 垂 足 圆 的 半径 是 Rsinw ,圆心 0 
是 O09’ 的 中 点 . 

$445 定理 三 角形 0020' 是 等 角 三 角形 ， 

A = 00 ,NON' = 20. 

因为 在 相似 三 角形 41454; 与 00203 中 ,0 与 0 是 对 应 
点 ,D200 是 直角 三 角形 , 角 0 等 于 ww. 对 三 角形 8'00 有 类 似 
结果 . 

3 446 利用 一 个 辅助 三 角形 可 以 得 到 进一步 的 结果 . 

定理 ” 设 布 溢 卡 线 4 如 ;40,4A30 分 别 百 交 外 接 圆 于 
B82,B3,B1, 则 三 角形 414243 与 BB2Bs 全 等 .人 0 是 B81B2B3 的 
负 布 洛 卡 点 .又 0O0' 是 等 腰 三 角形 ,0'O0n 是 正 角 26. 

因为 (图 88) 弛 418B1, 428;,4383 相等 ,而 县 方向 相同 ,每 
一 个 都 在 0 张 正 第 2m .又 
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rm 


人 


TQBB= AN =w. 
§447 a， 以 日 为 公共 顶点 ,以 六 边 形 41B,A2BsAnB3 
的 边 为 底 的 每 一 个 三 角形 都 与 已 知 三 角形 相似 ， 
AiA243 60 QB1A107 BIDh42DB2 ,等 等 . 
b. 0 关于 外 接 圆 的 往 是 
A Bf = 4 有 1 AsB2 = AB = (28sinco ). 
. 因此 O08 = 00'=Rv 1 - 4sin2u , 
Q0' =2Rsinw V1 - 4siniw. 
.d. 三 角形 的 布 党 卡 决 不 大 于 30P .如 果 它 等 于 30r ,那么 这 
个 三 角形 是 等 边 三 角形 . 


塔 克 贺 
§ 448 我们 现在 介绍 一 组 值得 注意 的 全 , 即 布 洛 卡 点 的 密 
克 三 角形 的 外 接 圆 ( 8187,240,442) .它们 有 一 些 有 趣 的 性 质 ， 
有 些 值 得 特别 注意 .同时 ,它们 带 给 我 们 更 名 布 治 卡 点 的 知识 . 
#449 余弦 加 或 第 二 莱 莫 思 圆 由 下 面 的 定理 定义 . 
定理 “” 设 过 共 斩 重 心 & 作 各 边 的 道 平行 线 , 则 它们 的 端点 
在 一 个 加 上 ,同心 为 . 


[270] 
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我 们 知道 无 平分 任 一 条 与 边 道 平 行 的 线 , 所 以 设 与 a 逆 
平行 的 直线 交 as 于 Pi, 交 az 于 91, 等 等 , 则 有 KP, = KOQI. 又 
有 三 角形 KP>0Q3 为 等 腰 三 角形 , 底 角 为 et, 所 以 六 点 到 天 的 距 
离 都 相等 . 

系 ”0QzP3 平行 于 424;3, 02P3 与 P203 相等 , 该 P03, 
P30Q1,P10Q2 与 角 4A142A3 的 余弦 成 比例 ,所 以 称 为 余 芒 圆 . 
PPs 垂 直 于 4243, 所 以 三 角形 PPaPa 与 414243 颗 相 似 , 对 
应 边 互 相 垂直 .因此 Pi PP; 的 密 克 点 是 虽 , 它 也 是 PL.P2P3 的 
正 布 洛 卡 点 与 相似 中 心 (这 可 以 通过 在 三 角形 P1P;P; 中 面 同 
cisc2,54 直接 证 明 ). PP2P 与 A1454; 的 相似 比 是 lan .在 这 
两 个 相似 形 中 ,外 心 0 与 KK 对 应 .因此 KOQ 是 直角 三 角形 ; 

ONK =00,/ KON = ws; 
余弦 咖 的 半径 是 Rtanw. 

$4s0 定理 类 似 地 ,三 角形 010203 与 414343 相似 ， 
以 2' 为 相似 中 心 ,对 应 边 王 相 垂 直 . 三 角形 PiP;Ps 与 
Q10203 全 等 .因为 三 角形 OKN 与 OKD' 是 全 等 的 直角 三 角形 ， 
关于 公共 的 斜 边 OK 对 称 . 换 名 话说 ,两 个 布 洛 卡 点 关于 OK 对 
称 ,并 且 在 以 OK 为 直径 的 圆 上 ,这 个 圆 称 为 布 洛 卡 圆 . 

ORs 0 RVI- 4siniw 


COS0 COSC 


和 
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系 设 多 为 PPzPs 的 负 布 洛 卡 点 ,多 为 010203 的 正 布 
洛 卡 点 ,了 ,2 分 别 为 这 两 个 三 角形 的 共 生 重心 , 则 YZ 平行 于 
92 ,下 为 YZ 的 中 点 ,于 WO 是 长 方形 ,以 开 为 中 心 . 

$451 天 是 这 三 角形 的 三 个 内 接 长 方形 ,如 P0302P3 
的 中 心 .如 果 长 方形 内 接 于 三 角形 ,一 条 边 在 三 角形 的 边 上 , 那 
么 它 的 中 心 的 轨迹 是 一 条 直线 ,因此 ,连结 三 角形 一 边 的 中 点 与 
这 边 上 的 高 的 中 点 的 直线 ,通过 共 生 重 心 天 . [272] 

由 此 得 到 下 的 另 一 种 简单 作法 . 述 有 一 种 作法 根据 基本 定 
理 的 道 定理 . 即 ; 

§452 定理 设 一 个 圆 的 三 条 直径 ,端点 都 在 一 个 三 角形 
的 边 上 , 则 这 个 圆 是 这 个 三 角形 的 余 荡 圆 , 它 的 圆心 是 共 斩 重 心 
K. 

因此 ,为 了 同时 作 一 个 三 龟 形 与 它 的 共 因 重心, 我们 在 一 个 
圆 内 任 作 三 条 直径 P101, PQ2, P383; 作 P203, P301, P10Q2 
构成 三 角形 414243. 已 知 贺 就 是 这 个 三 角形 的 余 荡 圆 ,圆心 就 
是 共 瑟 重心. 


$453 另 一 个 重 昌 的 贺 , 莱 莫 恩 圆 ,由 下 面 的 定理 定义 : 
定理 ”过 共 簿 重心 作 三 角形 边 的 平行 线 ,与 邻 边 相交 , 则 所 
得 的 六 个 交点 在 一 个 贺 上 ,圆心 2 是 KO 的 中 点 . 


At 


图 好 
设 平 行 于 ] 的 直线 交 G2 于 已 , 交 站 3 于 2, 等 等 .首先 ， 
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因为 41CKP, 是 平行 四 边 形 ,4 天 平分 让 Qi 而 被 共 红 中线 平 


分 的 线 与 对 边 道 平行 ,所 以 PO 与 位] 道 平 行 . 于 是 PQ, 

P2302, P30 都 等 于 余 藤 网 的 半径 .现在 设 Fi 为 PiQ, 的 中 点 ， 

Z 为 OK 的 中 点 , 则 Fi2 平行 于 A410 并且 等 于 它 的 一 半 . 因 此 

ZO07 = FZ + POL= HR + ir. 

对 六 个 点 Pi, 01;P2, 02, Ps, 03, 到 pA 的 距离 都 是 这 同一 个 值 ， 
所 以 它们 在 以 2 为 圆心 的 贺 上 , 圆 半 径 为 
AV RT aeee ， 


§ 454 这 羔 英 加 将 每 条 边 分 成 三 有 ,与 三 条 边 的 平方 成 比 
例 : 


A2P2: P03: O03A3= qd: ef: ( 344) 

莱 莫 恩 图 在 各 边 上 截 得 的 线段 与 边 的 立方 成 比例 . 

后 一 结果 可 由 前 面 的 比例 合成 而 得 ,由 于 这 个 结果 ,英国 的 
几何 学 家 称 这 个 圆 为 三 次 方圆 . 

$455 三 角形 Pi1P2P; 与 010203 全 等 ,而 且 与 已 知 三 角 
形 414243 相似 ,相似 比 为 1:(2cosw) ;相似 中 心 分 别 为 0 ,0'，; 
相似 角 为 w. 逆 平行 线 P01,P20;,P303 相等 ,长 为 Rtanw. 

$456 这 两 个 莱 莫 思 圆 ,是 称 为 塔 克 贺 的 男 组 中 的 特别 有 
趣 的 代表 圆 . 现在 我 们 从 下 个 方面 来 讨论 这 些 病 . 

定理 设 作 三 条 相等 的 线 P101, P202, P303 与 三 角形 
4i4243 的 边 分 别 道 平行 ,并 且 其 中 任意 两 条 , 例 姐 P,02 与 
P30Q3, 不 仅 在 42P20343 的 同 侧 , 也 在 第 三 条 线 P01 的 同 侧 ， 
则 PzC3Ps@z 是 等 腰 梯 形 , P30,， P10Q3, P201 分 别 与 414243 
的 相应 边 平行 . 这些 反 平行 线 的 中 点 C1, C3, C3 在 相应 的 共 思 
中 线 上 ,并 将 它们 分 成 相等 的 比 ; 设 工 特 KO 分 成 同样 的 比 , 则 
TC; ,TC2.TC; 分 别 平行 于 半径 041,042, 043, 并 且 7C = 7C， 
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= TC3. 因为 道 平行 线 垂直 于 共 元 中 线 ,它们 是 一 个 以 了 为 圆心 
的 厨 的 相等 的 孜 , 这 个 圆通 过 六 个 已 知 点 Pi, 01, P2, 0;, Pi， 
03. 它 是 一 个 塔 克 圆 ， [274] 
我 们 立即 看 出 P202, P303 与 4243 所 成 的 角 相 等 ,都 等 于 
ai 因此 它们 是 等 晒 梯 形 的 腰 . 我 们 马 知 道 共 令 中 线 平 分 道 平行 
线 ,所 以 C1, C2, C3 在 共 示 中 线 上 .但 CsCs 平行 于 Pio 与， 
4245, 因 此 分 4 天 ,43 天 成 比例 . 设 
天 41 Kd, 3 EO 
因为 三 角形 CPIT, C101T, 等 等 ,都 全 等 ， 
TCi=cR，PIC=CIOI=(I-c)Rianw， (§450) 


所 以 这 塔 克 贺 的 半径 是 丸 Ye?+t (1 -cjitaniw. 对 <。 的 任意 值 ， 
正 负 均 可 ,都 有 一 个 塔 克 圆 . 

457 其 他 描述 塔 克 欧 的 方法 由 下 面 的 性 质 提供 . 即 ， 

定理 ”从 三 角形 一 条 边 上 任意 一 点 开始 , 作 一 个 闭 六 边 形 ， 
它 的 边 交 蔡 地 与 三 角形 的 边 平行 或 逆 平 行 , 则 道 平行 的 边 都 相 
等 ,并 且 六 边 形 的 顶点 在 一 个 塔 克 贺 上 .或 , 作 三 角形 各 边 的 平 
行 线 , 并 且 每 条 线 到 平行 边 的 距离 ,与 边 长 成 比例 ( 依 通常 意 
久 ), 则 它们 的 端点 在 一 个 塔 克 贺 上. 

定理 三 角形 PP2Ps 与 414243 相似 ,如 是 相似 中 心 .对 
应 直线 之 间 的 相似 角 8 及 相似 比 由 
l~-e or sinew 


¢ Mw 9= On sin(w +0) 


tan = 


殉 定 . 
因为 ” 实 PzPiPs= 实 POP3= 文 424143， 
所 以 两 个 三 角形 相似 .由 $33, 相 似 中 心 是 贺 AiPiPs, 42PaP',, [275] 
43P3P2 的 交点 , 它 是 一 个 定点 , 即 密 克 点 .但 在 祭 弦 圆 的 情况 ， 
我 们 知道 这 个 点 是 如 .其 他 关系 容易 导出 . 类似 地 ， 
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白 代 殉 氏 第 休学 


三 角形 @i220s 相似 于 414243, 全 是 相似 中 心 ; 相 似 比 同 
前 ,相似 和 是 - 8. 三 角形 PP2P; 与 0Q10203 全 等 . 

$458 定理 设 三 条 直线 41,024,,04; 作为 一 个 刚体 ， 
绕 0 旋转 ,分 别 交 边 442,4243,4341 于 Pi, Pz,P3; 而 2'4)， 
人 4,0'43 依 相反 方向 绕 2 旋转 , 转 过 同样 的 角 8, 分 别 交 
AlA3,A342, A241 于 O102;03; 则 三 角形 PPsPs 与 010203 
全 等 ,并 与 已 知 三 角形 414243 相似 ,相似 比 见 上 面 的 定理 ;两 
个 三 角形 的 顶点 Pj, P2, P3; 01; 02, 03 在 一 个 加 上 ,网 心 站 
OK 上 ,这 个 贺 有 具有 塔 克 圆 的 性 质 , P,P;P; 的 钢 布 党 卡 点 的 轨 
迹 是 2' 玉 ,810203 的 正 布 洛 卡 点 的 轨迹 是 OK. 这 两 个 三 角形 
的 共 生 重 心 的 轨迹 是 OK 的 过 天 的 垂 线 . 
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足 在 一 个 加 上 ,这 图 是 一 个 塔 克 圆 . 
因为 设 HIP 与 HQ 分 别 垂直 于 4142 与 4143, 则 
A1H3HH2 与 41P1HQ1 相似 ,P1Q1 平 行 于 H2H3, 又 容易 得 出 
PiQ! = 2Rsina sinag2sinas, 
所 以 这 三 条 道 平行 线 相等 . 
定理 ”Pi01 平 分 Hi 与 HiH, 并 且 在 414243 为 锐角 三 
角形 时 ， 


PQ! -+ HHi+ HiH2) ( 费 尔 巴 哈 ) 
泰勒 贺 的 圆心 是 以 HiH;3, H3Hi, HiH; 的 中 点 为 顶点 的 三 角形 
的 内 心 或 旁 心 ; 即 HHHs 的 斯 介 克 圆 的 圆心 ;又 连结 这 些 中 点 
与 圆心 的 直线 垂直 于 41424d3 的 边 . 


布 洛 卡 三 角形 与 布 洛 卡 贺 
& 461 本 节 建 立 两 个 内 接 于 布 洛 卡 贺 的 著名 三 角形 的 存 
在 性 . 
回忆 一 下 4 与 430 与 4243 都 成 角 ww; 设 它们 的 交点 为 [277] 


81. 类似 地 定义 8;,B;. 则 称 三 角形 B18B38B, 为 第 一 布 洛 卡 三 角 
形 . 
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定理 ”三 角形 B14243, B24341, B34142 是 相似 的 等 奈 三 
角形 , 底 角 为 w .它们 面积 的 和 是 4. 又 


Bi0i = 让 aitanw = KK', ( § 438) 

因此 了 下! 平行 于 4243. 三 角形 B14B2B3 内 接 于 以 OK 为 直径 的 
布 洛 卡 圆 .三 角形 414s43 与 8182B3 道 相似 . 

我 们 看 到 KB10 是 直角 ,因此 B) 在 以 OK 为 直径 的 圆 上 . 
同 理 8,, B3 也 是 如 此 .又 

LBBiBy= 人 BRBy= TKR, BK = Ad1Ay. 

§462 第 一 布 洛 卡 三 角形 与 原 三 角形 成 透视 , 4181， 
42 吾 2,43 吾 3 相交 于 一 点 DD. 

这 可 以 用 几 种 方法 证 明 . 例 如 ,作为 $357 的 一 种 情况 .又 ， 
这 两 个 三 角形 以 ,0' 为 透视 中 心 ;已 有 两 种 若 透视 的 方法 , 因 
此 有 第 三 种 成 透视 的 方法 ( 381). 最 后 ,直线 五 通过 莱 黄 思 
圆 的 点 Ps 与 0;, 莱 英 恩 图 与 布 洛 卡 加 同心 ,所 以 A1K 与 418， 


[278] 为 等 中 线 , 点 D 是 下 的 等 距 共 胃 点 . 


5463 两 个 布 洛 卡 点 分 别 由 两 组 圆 确定 ,每 组 有 三 个 圆 ， 
记 为 C1, 等 等 (5 433). 设 两 个 圆 lc 人 六 它们 分 别 过 43, 42, 并 
分 别 与 4142, A143 在 41 相 切 ) 再 相交 于 Cc; 则 这 样 的 三 角形 


C1C2C3 称 为 第 二 布 洛 卡 三 角形 . 
定理 A1C1A2= A 人 ACIA3= 180 -ab 
A ACid3= 2al. 
换言之 人 AC1A1= 守 ALCIA;= 诺 424143， 
IAsC1A3 = 2 AzAAs. 
因此 点 CI 在 圆 43430 上 ,三 角形 4id2eCi 与 4341C01 顺 相 和 要， 


相似 比 为 2 由 Cj 到 AA2 与 4,43 的 重 线 ,与 这 两 条 边 成 比例 
{是 对 应 的 高 )， C0 在 共 坏 中 线 4 上 ,0C, 垂直 于 A1K{ 利 用 
等 式 半 0014= 立 0C142+ 交 4C141).C 基 外 接 贺 内 从 4 过 
天 的 弦 的 中 点 ,第 二 布 浴 卡 三 角形 的 每 个 项 点 在 布 客 卡 加 上 
(二 为 Ci1 垂直 于 C1K). 

$464 定理 第 一 布 洛 卡 三 角形 的 重心 是 M( 5 358). [279] 

465 定理 两 个 布 浴 卡 三 角形 成 透视 ,透视 中 心 为 民 . 

因为 NM 是 道 相似 三 第 形 44243 与 818283 的 公共 重心 ; 

LBBIM = TMAA3= AAAIK = TB KC = BPO, 
所 以 B1, Ci; 出 共 线 . 

#466 关于 这 个 图 的 进一步 的 性 质 ,可 以 说 得 充分 详 
细 中 : 

如 1 五 2 吕 3 的 各 边 中 点 与 414243 的 各 边 中 点 的 连 线 ,相交 于 
一 点 尺 ,及 在 DM 上 ($462) ,WR = 考 D 了 ,并且 R 是 Q0 的 中 
点 .前 是 三 角形 000'D 的 重心 . DH 平行 于 OK ,DH =20R. 设 2 
为 这 布 洛 卡 辆 的 圆心 , FH' 为 第 一 布 洛 卡 三 角形 的 重心 , 则 F' 是 
ZWH 与 HD 的 交点 , HH’ 与 KO 相等 而 且 平 行 , 08 与 KH' 的 公共 
中 点 是 九 点 辆 的 网 心 F 

467 问题 作 一 一 个 三 角形 ,以 一 个 已 知 三 角形 为 它 的 第 


中 参见 Fuhrmann 或 Emanerich .并 不 指 变 由 读者 去 证 朋 这 些 结论 . 
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一 布 洛 卡 三 角形 . 

解法 根据 这 样 的 事实 : 任 一 三 角形 与 它 的 第 一 布 洛 卡 三 角 
形 逆 相似 .我 们 定 出 已 知 三 角形 的 两 个 布 将 卡 点 ,及 它 的 第 一 布 
效 卡 三 角形 ;然后 由 相似 性 ,在 已 知 三 角形 的 外 接 贺 上 , 定 出 所 
求 的 三 角形 的 两 个 布 洛 卡 点 .于 是 所 求 三 角形 的 顶点 可 以 立即 
得 出 . 

$468 定理 ”在 不 等 边 三 角形 内 , 共 思 重 心 在 布 洛 卡 圆 的 
弧 上 ,这 弧 在 第 一 布 党 卡 三 角形 的 两 个 顶点 之 间 , 这 两 个 顶点 处 
的 角 是 三 角形 的 最 大 角 与 最 小 角 ， 

[280] 设 ai<az<aasy4h243 为 水 平 线 ,42 在 左边 , 则 整个 共 二 中 
线 4 天 在 OO 的 右 方 ( 丰 344) .因此 BlKK 方向 向 右 ,从 而 BIK 
与 4243 方向 相同 ,BoKK 与 4141 方 向 相同 , B3K 与 4142 方向 相 
同 .所 以 人 B1KB,= as3, BKBys= oa, BIKB3= 180 - as= ai 
+ a3; 素 与 B2 相对 ， 


斯 坦 纳 点 与 素 利 点 
$469 定理 设 由 三 角形 的 各 个 项 点 作 直 线 平行 于 第 一 


纳 点 人 D). 

我 们 将 同时 证 明 更 一 般 的 定理 : 

设 由 一 已 知 三 角形 的 各 个 顶点 作 直 线 ,平行 于 一 个 与 它 道 
相似 的 三 角形 的 对 应 边 , 则 它们 直 交 在 外 接 罗 上. 

因为 设 444243 与 B18B2Bs 逆 相 似 , 415 与 425 分 别 平行 
于 B82B3 与 B38B1, 则 

A1S42= 空 BB3BI= 半 1A342， 

从 而 5 在 A14243 的 外 接 贺 上 ,#435 平行 于 B1B;. 

$470 定理 共 罗 重 心 拓 是 第 -- 布 洛 卡 三 角形 的 斯 坦 

$471 定理 由 三 角形 的 各 个 顶点 作 直线 ， 垂直 于 第 一 布 
洛 卡 三 角形 的 对 应 边 ,这 些 直 线 交 于 一 点 了 , 称 为 泰利 (Tarry) 
训 ,这 所 和 外 按 国 上 并 日 是 世间 纳 起 的 对 位 外 人 是 Bi1B2B, 
的 泰利 点 . 

§472 定理 3 与 了 的 西 摩 松 线 ,分 别 平行 ,垂直 于 OK 
( § 326). 

其 他 性 质 ”泰利 点 在 三 角形 B81B4B; 的 欧 拉线 ZMH 上 
(总 466). 直径 S7 通过 点 DD;D 的 等 角 共 办 点 D' 在 OK 上 ,与 R 
成 调和 点 列 , 所 以 布 洛 卡 圆 在 0 与 如 "的 切线 相交 于 D'.T,H， 
六 共 线 . 


一 些 有 关 的 三 角形 


$473 ”现在 简略 地 讨论 某 些 与 已 知 三 角形 相 联 系 的 ,具有 
相同 布 党 卡 旬 的 三 角形 . 


定理 ”可 以 作 一 个 三 角形 ， 它 的 边 平行 并 且 等 于 已 知 三 角 
形 的 中 线 . 


设 03P 等 于 并 且 平 行 于 A20;, 方 向 相同 , 则 Pd303 就 是 


人 Steinert Collerted 六 6 水 8 ,2.b.689) 从 和 不同 的 方面 讨论 这 个 点 
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这 样 的 三 角形 . 它 称 为 414243 的 中 线 三 角形 , 边 长 由 有 96a 给 
[282] 出 ， 


m1= 方 / 2a3+2a3- ai, 等 等 . 
系 中线 三 角形 的 中 线 三 角形 ,与 原 三 角形 相似 ,相似 比 为 
玫 . 中 线 三 角形 PAs03 的 面积 是 4. 


$474 定理 ”中线 三 角形 与 原 三 角形 有 相同 的 布 洛 卡 角 ， 
因为 设 w 为 中 线 三 角形 的 布 洛 卡 角 , 则 


1 
mi+ m+ m3 (3af+3a3+3a3) 


4A' 4-34 

练习 证 明 与 中 线 三 角形 依 如 下 意义 相似 :44243 cm 
好 142 和 3 的 三 角形 414,4; 一 定 是 等 边 三 角形 . 

#475 在 8351 我 们 已 经 证 明 :如 果 三 角形 的 共生 中 线 延 
长 交 外 接 圆 于 Pi, P;, P:, 那 么 天 是 三 角形 PiPsP; 的 共 罗 重 . 
心 .因此 PPzPs 与 4i4243， 两 个 协 共 斩 中 线 三 角形 ,有 同一 
个 布 洛 卡 圆 ,并且 显然 有 同一 个 第 二 布 洛 卡 三 角形 ,又 由 和 450， 
我 们 知道 在 R 与 OE 为 已 知 时 , 布 洛 卡 角 亦 为 已 知 ,由 此 可 得 
PPzP3 与 414243 有 相同 的 布 洛 卡 角 . 因 此 它们 的 布 洛 卡 点 重 


2 
全 . 
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. (§435) 


cotw 三 


定理 ” 协 共 统 中 线 的 两 个 三 角形 ,每 一 个 与 男 一 个 的 中 线 
三 角形 相似 . 

因为 我 们 知道 { § 199)PjP,P; 与 天 的 垂 足 三 角形 天 | 天 :大 3 
相似 ;而 玉 是 天 KK 的 重心 (8350) ,所 以 PPPs 的 中 线 与 
KK1,KK2, KK3 成 比例 ,而 这 三 条 线段 又 与 a1, a2, as 成 比例 
{ § 342). . 

系 ” 协 共 固 中 线 的 两 个 三 角形 ,有 相同 的 外 接 贺 ,并 且 以 共 
同 的 共 轿 重心 为 透视 中 心 ;它们 有 共同 的 布 洛 卡 点 , 布 党 卡 角 及 
第 二 布 洛 卡 三 角形 ， [283] 

$476 定理 设 已 知 三 角形 每 边 上 有 一 点 ,将 三 边 分 成 同 
样 的 比 , 则 这 三 点 所 成 兰 角 形 与 已 知 三 角形 有 相同 的 布 洛 卡 角 . 


设 边 被 Bi,B2,B3 分 成 比 - 于 ,这 里 我 们 取 m+ n=1, 则 
42Bj= mealy 且 143= nal, 等 等 .要 证 B1BB; 的 布 港 卡 角 为 名. 
证 明 长 但 直接 可 得 .用 余弦 定律 表 出 B88B; 等 等 的 长 ,由 公式 
BBrY+ BABr + BIB 

4xB1B2B; 的 面积 
得 出 B18B283 的 布 洛 卡 角 ,经 过 一 些 化 简 变 为 


《Ga?+ Ga 了 + a -3mn) 


cotw’ = 


44(1-3mn) ? 


即 cotw( § 435). 
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， 


练习 ”在 上 图 中 ,说 42B2 交 A3B3 于 Ri, 等 等 ; 财 三 角形 
RiRsR3 的 布 洛 卡 角 为 外, 叉 以 41B1,4;B3,A3Bs 为 边 的 三 角 
形 , 布 洛 卡 角 也 是 由 ， 

方法 是 用 m,n 表示 各 条 线段 及 面积 与 原 三 角形 相应 量 的 
比 ,最终 证 明 41,42,4; 将 三 角形 RR3R3 的 边 分 成 相等 的 比 . 

$477 回忆 一 下 两 组 " 辆 ,每 组 三 个 加 ,与 三 角形 一 边 在 
一 个 顶点 处 相 切 ,并 且 通 过 布 洛 卡 点 . 设 贺 ez 与 c;, 它 们 分 别 
与 4243 在 42, 43 相 切 并 通过 41, 再 相交 于 Di; 等 等 , 则 顶点 
站 1 ,村 2, 肪 3; 两 个 布 洛 卡 点 ,第 二 布 浅 卡 三 角形 及 这 个 D- 三 角 
形 的 顶点 是 这 些 。 圆 的 全 部 交点 .我 们 将 三 角形 D1DyD; 的 性 
质 总 结 如 下 ,它们 都 不 难 证 明 . 

定理 立 42D143= 实 434142, DI 在 过 42,43, 昌 的 贺 上 . 
D1 在 中 线 4,01 上, 并且 是 及 到 这 条 中 线 的 重 线 的 徘 足 外 .以 
HM 为 直径 的 圆 过 D1,D;, D3; 三 角形 万 Da2D3 与 中 线 三 角形 道 
相似 . 记 , 是 巷 中 线 4 大 与 外 接 圆 的 交点 关于 4243 的 对 称 
点 .DiD2D3 与 第 二 布 洛 卡 三 角形 的 对 应 顶点 是 等 角 共 绒 点 . 
D1,D2,D; 的 惟 足 三 角形 是 等 腰 三 角形 ,Db) 的 垂 足 三 角形 底 角 
为 ai 或 at 的 补 角 . 

$478 “<“- 圆 的 圆心 是 两 个 有 趣 的 三 角形 的 顶点 . 设 局， 
La zs 是 clyci'cs 的 圆心 , PPa,V3 是 cfei ci 的 圆心 .于 是 
Ui 是 4143 的 重 直 平分 线 与 414; 在 4 的 垂 线 的 交点 ;等 等 . 

定理 三 角形 PitVap3s 与 414243 相似 ,只 为 相似 中 心 . 
UiU2U3 的 负 布 洛 卡 点 是 0. Yay3 与 414243 相伴 , 它 的 布 洗 
卡 点 是 0 与 .UiU2U3 与 ViVWsVs 全 等 ,它们 的 相似 中 心 是 
布 咨 卡 圆 的 圆心 .过 Ul, ;U3 的 圆 与 过 Fi Ps 的 圆 , 团 心 
与 0 的 距离 相等 ,在 一 条 与 29' 平行 的 直线 上 .两 个 三 角形 以 


全 证 意 这 竺 类 要:C 是 0 到 共 辐 中 线 的 针线 的 矢 足 ( 朵 3). 
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和 6 而 济 术 浊 


布 小 卡 辆 的 贺 心 为 共同 的 共 固 重心 . 注 角 形 UU 与 VF 

以 0 为 透视 中 心 ,因此 对 应 直线 的 交点 共 线 ,这 些 交 点 在 OK 

土 ( 因 为 UiUz 是 42 的 垂直 平分 线 , ViV3 是 410' 的 垂直 平 

分 线 ,所 以 它们 的 交点 到 有 .0 的 距离 相等 ). 两 个 三 角形 的 边 

与 莱 莫 层 贺 的 交点 ,就 是 革 莫 恩 圆 与 原 三 角形 的 交点 . [285] 
练习 本章 与 下 两 章 的 读者 ,应 当 认 识 到 在 已 证 的 定理 与 

证 明和 贸 作 练习 的 定理 之 间 , 并 无 尖锐 的 差别 .下 列 各 节 有 可 能 在 

原著 中 找到 证 骨 , 其 中 打 括 号 的 比较 困难 : § (435) .436 ,437 -~ 

444,447, 449, 450, 454, 455, 457, 458, 460 462 ~ 464, (466), 

467,470,471,(472) ,475 ~ 478. [286] 
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$479 本 章 讨 论 具有 相同 布 洛 卡 角 的 三 角形 的 组 .首先 ， 
在 已 知 底 上 的 有 一 已 知 布 洛 卡 角 的 三 角形 引出 组 堡 (Neuberg) 
圆 .其 次 ,由 在 空间 的 简单 射影 ,得 到 平面 上 所 有 具有 相同 布 洛 
卡 角 的 三 角形 . 由 对 阿波 罗 尼 圆 的 讨论 ,引出 对 一 点 的 垂 足 三 角 
形 的 布 党 卡 角 的 研究 ,从 而 得 出 如 下 问题 的 解 : 求 垂 足 三 角形 的 
布 洛 卡 角 为 已 知 角 的 点 的 轨迹 . 


纽 堡 癌 


$480 定理 在 已 知 底 A443; 上 ,具有 一 已 知 布 首 卡 角 的 
三 角形 的 顶点 41 的 轨迹 ,是 两 个 圆 ,4243 的 一 桐 各 一 个 , 国 心 
NN 对 底 42>43 所 对 的 角 为 2w , 国 半 径 是 
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第 芭 间 六 


因为 设 414243 的 布 党 卡 角 为 包 , 角 4010 为 x< ,4101 为 
m1; 则 


hi=meosxr, 2A = dmcosx. 


因为 af+ oa}+ 3=4Acotw, ( § 435) 

又 o3+ o3= 六 of+ 2mi， (8 96) 

所 以 Fat+ 2m3= 2a micosrcotw. 

引入 4= OiNi= 多 cotw ,sv 如 上 所 给 ,将 等 式 改写 成 余 心 定理 

《 $ 15e) 的 形式 ; [287] 


2 2 
三 笑 二 
m? 一 2mi[( Hootw ) COST 十 于 col = (eol — 3), 


即 
mi+ 站 2 一 2mucosxr = vr. 

这 表明 A 等 于 v, 在 &1 与 已 知 时 , 它 是 常数 . 

由 这 个 定理 确定 三 个 圆 , 每 一 个 通过 已 知 三 角形 的 一 个 顶 
点 ,这 三 个 图 n,n2,n3 称 为 三 角形 的 纽 堡 食 . 每 一 个 是 在 对 边 
上 ,具有 已 知 布 洛 卡 角 的 三 角形 的 项 点 的 轨迹 ,它们 的 一 些 性 质 
可 以 立即 看 出 ， 

定理 ”42z 与 4; 关 于 圆 n, 的 蚕 是 42432( 等 于 4772 12). 
三 角形 NiWaws 的 重心 是 本 ( 358); AN ,AzN2, A3Ns 基点 
($357). 

(实际 上 这 个 交点 是 泰 剩 点 ,所 以 各 纽 堡 贺 在 相应 的 顶点 处 
的 切线 ,相交 于 斯 坦 纳 点 .) 

481 定理 设 布 洛 卡 角 mm 的 值 为 已 知 , 则 三 角形 的 任 
一 角 的 最 大 值 # 与 最 小 值 8' 由 


cot $- = cote —V cot ~ 3,cot = eol +w cotrw -了 
给 出 . 
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失职 折 下 得 红 


因为 设 DDN 交 纽 保 圆 于 8Q1; Pi; 则 4 人 143= 信 ,42P143 
= 人 ,由 三 角 方 法 我 们 得 到 


cotd = (eotw -I ecotiw -3), 
cotd" = 本 (cotw +2weoto 一 3)， 


sindsind’ = 3sinze ， 
cosd cosd" = Sasin2m — ] ， 
例如 , 设 cotw = 1.75,w =2944 4 , 则 三 角形 的 角 约 在 
53°7 与 67?23 之 间 , 这 时 OK = BR 007 = RR. 
482 定理 设 已 知 三 角形 的 -- 个 角 为 a , 则 布 洛 卡 角 的 
最 大 值 由 


1 a 


2° 3 


cotw = Bon 
给 出 . 

$483 ”定理 ”以 已 知 线段 为 边 可 以 作 六 个 三 角形 ,与 -… 个 
已 知 的 不 等 边 的 三 角形 顺 相 似 或 着 相似 ,它们 的 顶点 在 它们 共 
同 的 纽 堡 圆 上 . 


图 i 
设 三 角形 414543, 4243B1, A3C142 顺 相似 ,Di434，， 
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4342 五 1,42514a 与 它们 逆 相 似 . 因 为 这 六 个 三 角形 有 相同 的 布 


洛 卡 角 ,41,B1,C1,Di, Ei1, Fi 在 这 纽 堡 园 上 .又 A1E1, BLF，, 
CD 过 A2z，AIFI，BJDi，CIEI 过 43， 即 六 边 形 
AiEICID1B1Fi 的 边 交 错 地 通过 两 个 定点 4z, 43, 三 角形 
A1C1B1 与 DjFIE, 相似 于 A14243. 设 4241 与 4 相交 于 
下 ,42 且 | 与 及 3E1 相交 于 了 ,42C1 与 43F 相交 于 Z , 贡 三 角形 
4243 于 ,42437 ,42432 都 是 等 腰 三 角形 , 底 角 分 别 为 a;, a1， 
Ny: 

在 这 些 三 角形 为 等 原 三 角形 时 ,产生 一 个 例外 情况 : 

设 4:43P1 及 4243501 为 等 腰 三 角形 , 则 P1 与 01 在 ON 
上 . 设 42Pl 交 这 加 于 Rj, 则 43R 是 圆 的 切线 ,4243 呈 | 是 等 腰 
二 角形 ,42>43 = AsR,. 

§484 定理 组 堡 加 mn 与 以 4,43 为 圆心 ,4243 为 半径 
的 圆 正 交 . 因 此 在 已 知 底 上 的 .以 不 同 的 mw 值 所 得 的 纽 堡 圆 ,是 
一 个 共 轴 图 组 , 它 的 极限 点 ,上 L' 都 与 424; 成 等 边 三 角形 . 

#485 定理 设 三 角形 的 项 点 41 画 出 纽 堡 圆 41, 则 它 的 
重心 画 出 一 个 圆 , 半 径 为 圆 ni 的 三 分 之 一 .这 个 图 称 为 麦 开 贺 ; 
三 角形 的 三 个 麦 开 圆 相交 于 重心 虹 . 

这 些 贺 的 性 质 将 在 下 一 章 讨论 . 

练习 010 与 自 妨 到 纽 任 回 ni 的 切线 之 间 的 夹攻 上 ,由 


Cos 多 =y3tanw 
定 出 . 
由 外 心 到 各 纽 经 贺 圆 心 的 距离 与 各 边 的 立方 成 比例 ; WO 
a 
= 如 .因此 
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正 射影 


半 486 在 前 几 节 ,我 们 已 经 知道 一 种 将 具有 相同 布 洛 卡 角 
的 三 角形 分 组 的 方法 . 另 一 种 方法 是 根据 从 一 个 平面 到 另 一 个 
平面 的 平行 射影 .我 们 发 现 如 果 一 个 平面 上 的 所 有 的 等 边 三 角 
形 ,被 与 第 二 个 平面 垂直 的 直线 射影 到 第 二 个 平面 上 ,那么 所 得 
的 三 角形 有 相同 的 布 洛 卡 角 . 

为 表达 的 方便 ,我 们 将 说 一 个 平面 是 水 平平 面 , 另 一 个 是 斜 
平面 ,与 它 所 成 的 角 为 6. 所谓 射影 ,将 理解 为 投射 线 垂直 于 水 
平平 面 的 正 射影 .显然 每 一 个 平面 上 的 直线 ,在 另 一 个 平面 上 的 
射影 是 直线 , 圆 的 射影 是 一 个 卵 形 曲 线 ( 椭 辆 ). 


图 101 


设 斜 平面 上 一 条 长 为 a 的 线段 平行 于 两 个 平面 的 交 线 1， 
则 它 在 水 平平 而 的 射影 平行 于 ! 并 且 等 于 a. 如 果 这 条 线段 重 
直 于 ,那么 它 的 射影 也 垂直 于 i ,长度 是 acos$. 对 一 条 斜 线 的 
射影 ,不 难 写 出 它 的 方向 与 长 度 的 公式 . 

如 果 和 斜 平 面 上 一 个 三 角形 面积 为 D ,那么 它 的 射影 ,面积 
是 Deos$ .利用 拼合 与 极限 ,对 多 边 形 或 曲线 图 成 的 面积 ,我 们 
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得 到 同样 的 公式 . 
如 果 在 一 个 平面 上 的 两 个 图 形 相 似 , 它 们 在 另 一 个 平面 上 
的 射影 一 般 说 来 并 不 相似 ,除非 这 两 个 图 形 位 似 .但 对 应 线段 仍 
是 成 比例 的 . 
#487 定理 设 斜 平 面 上 两 个 同 向 的 等 边 三 边 形 被 射影 
到 水 平平 面 上 , 则 所 得 到 的 两 个 三 角形 有 相同 的 布 洛 卡 角 . 


图 162 


因为 设 414243 与 B1B2B, 为 等 边 三 角形 ,4 与 N 是 它们 
的 中 心 ,过 于 并 且 分 别 平 行 于 Ai NB;, NB 的 直线 ,分 别 交 
几 343， 册 3 册 1， 几 1 由。 于 CC2， C3, 则 三 角形 RBBB, 与 CiCaCs 
位 似 .显然 C1,C2, C3 特 4243,4341,414; 分 成 相等 的 化 . 设 所 
有 这 些 点 在 水 平平 面 上 的 射影 为 原来 的 字母 机 上 投 号 , 则 
呈 委 各 与 CC20 位 们 .CCC 将 4843 A541 4 分成 相 [291] 
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等 的 比 .因此 (8476) CiC3C3 与 414 妈 4 有 相同 的 布 沙 卡 角 ,从 而 


4 似 刀 4 与 召 滞 沼 3$ 有 相同 的 布 洛 卡 角 和 . 
系 这 布 洛 卡 角 w 仅 与 两 个 平面 的 均 角 光 有关, 即 : 


cotas -号 ( oos + mp)- 


因为 特别 地 ,考虑 一 边 平 行 于 了 的 正三 角形 , 它 的 射影 是 等 
明 三 角形 , 底 边 为 4, 高 为 了 /3eos$. 所 以 它 的 腰 由 


给 出 ,因此 


a2+ b+ pe! + cco: 上) _ 31+ co 

44 ~ Vdalcosf 2 oos 

系 在 ww 为 已 知 时 ,我 们 可 求 得 唯一 的 在 0,1 之 他 的 cos 
的 值 , 即 


cotw = 


Cos = (cot _ veotiw - 3), 


因此 ,适当 选择 外 ,就 可 以 将 等 边 三 角形 射影 成 一 个 三 角形 , 它 
的 布 洛 卡 角 为 任意 一 个 小 于 30P 的 已 知 角 . 对 和 任 一 w, 仅 有 一 个 
相应 的 上 ,并且 可 以 用 圆规 直 尺 作出 . 

$488 定理 水 平平 面 上 的 任 一 三 角形 ,可 以 (用 这 个 平 
面 的 垂 线 ) 射 影 到 一 个 平面 上 ,得 到 等 边 三 角形 ; 换 名 话说 , 任 一 
个 直 三 棱柱 可 以 被 二 个 平面 相 截 ,使 得 截面 成 为 等 边 三 角形 . 

因为 设 已 知 三 角形 的 布 洛 卡 角 为 w ,面积 为 A; 所 求 等 边 
三 角形 的 边 长 为 了, 则 有 


人 = 答 (cow -vy eotw - 3) 中 ， 


中” 译 者 注 : 似 诺 为 d? = 44 


ota ~ eol — 3 


取 已 知 三 角形 的 最 大 角 的 顶点 4 为 球 心 ,d 为 半径 , 作 球 
交 棱 柱 的 另外 两 条 杰 于 水 平平 商 同 侧 的 Pz, Ps 两 点 , 则 可 以 由 
直接 计算 得 出 41PaP; 是 等 边 三 角形 . 

于 是 我 们 的 结果 可 以 叙述 如 下 :在 一 个 与 水 平平 面 成 定 角 
的 斜 平 面 上 的 所 有 等 边 三 角形 ,射影 到 水 平平 面 上 ,成 为 有 一 常 
数 布 洛 卡 角 的 三 角形 ; 反 过 来 ,所 有 有 这 一 布 洛 卡 角 的 三 角形 都 
可 以 这 样 得 到 .如 果 在 这 斜 平 面 上 ,一 个 等 边 三 角形 绕 任 一 点 旋 
转 , 那 么 射影 所 成 的 三 角形 ,都 具有 这 特定 的 布 洛 卡 角 , 而 且 取 
尽 所 有 可 能 的 形状 ， 

$489 ”定理 ” 设 一 个 三 角形 的 项 点 在 男 一 个 的 边 上 ,并 将 
边 分 成 相等 的 比 ( 476), 则 这 两 个 三 角形 可 以 同时 射影 成 等 边 
三 角形 . 反 过 来 , 设 两 个 三 角形 方向 相同 ,有 相同 的 布 洛 卡 角 , 则 
有 与 其 中 任 一 个 顺 相似 的 三 角形 ,可 以 内 接 于 另 一 个 ,并 将 它 的 
边 分 成 相等 的 比 . 

人 因为 我 们 可 以 将 这 些 已 知 三 角形 射影 成 两 个 做 平 面 上 的 等 
边 三 角形 .一 艇 说 来 ,这 两 个 斜 平 面 不 互相 平行 ,但 与 水 平平 面 
成 相同 角 上 ;于 是 我 们 可 将 其 中 一 个 线 一 根 垂直 的 轴 旋 转 ,直到 
它们 互相 平行 .此 时 原来 的 三 角形 在 水 平平 面 移动 ,与 自 壬 全 
等 .然后 在 一 个 等 边 三 角形 府内 接 另 一 个 三 角形 ,这 个 内 接 三 角 
形 与 第 二 个 等 边 三 角形 位 似 , 并 将 第 一 个 的 边 分 成 相等 的 比 .从 
商 对 于 水 平平 面 的 那 两 个 不 相似 的 三 角形 ,同样 的 情况 成 立 ， [2931 

系 ”将 一 个 已 知 三 角形 的 边 分 成 相等 的 比 ,以 这 三 个 分 点 
为 顶点 的 三 角形 ,组 成 具有 相同 布 洛 卡 角 的 所 有 不 同形 状 的 三 
角形 . 


阿波 罗 尼 阅 与 等 力 点 9 
$ 490 我 们 已 经 知道 (59) ,到 一 个 三 角形 的 顶点 4,43 


中 ”本 节 应 用 极点 与 极 线 的 理论 { 外 134 及 以 后 备 节 )， 
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的 距离 与 4142,4143 成 比例 的 点 的 轨迹 ,是 一 个 过 4 的 圆 , 它 
的 直径 是 4243 上 的 一 条 线段 ,端点 ,了 | 在 角 4 的 内 、 外 角 
平分 线 上 .每 一 个 三 角形 ,有 三 个 这 样 的 圆 , 称 为 阿波 罗 尼 历 , 记 
它们 为 如 ,2, ;它们 的 图 心 ,在 三 角形 的 边 上 , 记 为 上 ,4 上;， 
La. 

定理 圆心 Li 是 外 接 略 在 4; 的 切线 与 边 4;4; 的 交点 
阿波 罗 尼 圆 与 外 接 图 正 交 . 


因为 LAX = 人 AXIA2= a3+ 针 ,和 LA142= a3. 

贺 心 [| 是 共 印 中 线 41K 关于 外 接 圈 的 极点 ， 

因为 设 在 4;, 43 的 切线 相交 于 Tj, 则 4;7 是 共 因 中线 . 
4 与 了 的 极 线 分 别 为 4 与 4243 所 以 41 了 的 极点 是 Ll. 

圆心 六 ,zz,z3 共 线 ,都 在 关于 外 接 圆 的 极 线 上 ,这 条 直 
线 垂直 于 布 阁 卡 轴 0K, 基 外 接 辐 与 布 洛 卡 略 的 根 轴 . 它 称 为 莱 
英 轧 线 , 也 是 关于 A14543 的 三 线性 极 线 (trilinear polar). 

三 个 阿波 罗 尼 贺 共 轴 ; 它 们 的 根 轴 是 布 洛 卡 线 OK ,它们 交 
根 轴 于 两 点 ,这 两 点 关于 外 接 贺 互 为 扩 演 点 ， 

#491 定理 ”阿波 罗 尼 鲍 ,是 科 足 三 角形 为 等 腺 (BYP; 
= P13) 的 点 的 轨 带 . 


一 262 一 


因为 PiP2 = PAs sine3， ( § 190) 
所 以 P1P; 与 PiP3 相 等 当 旭 仅 当 
PA: _ Sinas _ 4142 
Pa sinas 由 143 
定理 ”更 一 般 地 , 设 两 个 点 P,Q 关于 加 | 互 为 反 演 点 , 则 
它们 的 垂 足 三 角形 递 相 拟 , 即 PjP2zP3 co 010303; 反 过 来 也 成 
立 、 
因为 42,4; 关 于 下 下 为 反 演 点 ,所 以 P,Q0,42,43 共 图 ， 
他 42P43= 立 4;043. 因 此 
PPiPs= T0010;. ( § 186) 
又 由 名 75, 宁 41PA2+ 实 41043 = 实 A1L143, 所 以 再 由 $186， 
字 PiP3P;= 立 Q30201. 同 理 
TPPP3= T0030. 
反 过 来 , 设 忆 与 入 的 垂 足 三 角形 相似 ,方式 如 上 , 设 尺 是 已 
关于 圆 5 的 反 演 点 , 则 0 与 只 有 相似 的 牌 足 三 角形 ,因而 重 


A 
口 : 


$492 定义 三 角形 的 等 力 点 ,是 阿波 罗 尼 图 的 公共 点 [295] 
3.3 .它们 关于 外 接 圆 互 为 反 演 点 ,在 布 沼 卡 线 OK 上 ,并 且 到 
莱 莫 恩 线 上 LL; 的 距离 相等 . 

定理 ” 任 一 等 力 点 到 三 个 顶点 的 距离 ,与 边 长 成 反比 . 

定理 ” 任 一 等 力 点 的 重 足 三 角形 是 等 边 三 角形 . 

对 5S,S,SS3=60; 对 9', 字 S19195 = 120P， 

这 个 定理 可 由 间 物 1 或 1% 而 得 .因此 

实 42843= 实 424143+6DP， 六 42S'43= 立 A2414; + 1207. 

设 一 个 等 力 点 与 顶点 的 连 线 交 外 接 图 于 不/, 钱 ;, 六 , 则 
了 172X3 是 等 边 三 角形 . 

定理 ”以 任 一 等 力 点 为 反 演 中 心 , 可 以 将 原 三 角形 反 演 成 
等 边 三 角形 ($200). 
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$493 定理 两 个 等 力 点 是 两 个 等 角 中 心 的 等 角 共 弧 点 
(83S4 以 下 ). 
因为 没 了 是 S 的 等 角 共 轿 点 , 则 
拉 42S43+ 实 42743= 实 424143, 撕 42743= 120P; 等 等 . 
定理 呈 - 三 角形 (8477) 的 基 个 顶点 在 相应 的 阿波 罗 尼 
园 上 . 
$494 定理 第 二 布 洛 卡 三 角形 的 项 点 C01, 是 0 关于 图 
1 的 友 演 点 . 
因为 我 们 知道 4 $ 463)C 是 外 接 圆 截 共 范 中 线 所 得 营 的 中 
点 ,而 这 条 直线 是 0 关于 上 的 极 线 . 
系 ”因此 CC C3 的 垂 足 三 角形 XX YY 3， 
[2%6] Z1222 与 原 三 角形 逆 相 似 , 即 
AAIA3 CD 于 1 大 3 下 2 CO 了 yc ZZ1Z3. 
在 布 深 卡 贺 上 有 六 个 点 , 即 0,0,0', Gi, G2; 人 3, 它们 的 
垂 足 三 角形 与 原 三 角形 相似 .前 三 个 ,与 原 三 角形 顺 相似 ;后 三 
个 ,与 原 三 角形 道 相似. 这 两 组 点 (每 组 三 个 ) 关 于 阿波 轴 尼 圆 互 
为 反 演 .因此 三 角形 002 与 CCaes 有 三 种 方式 成 透视 ;DC ，， 
62202003 都 过 上 L1, 等 等 .于 是 这 两 个 三 角形 有 三 条 透视 轴 , 它 
们 相交 于 OK 上 的 一 点 PP; 
~ OK 
oF = 1 + 3tanlw 
阿波 罗 尼 圆 与 布 洛 卡 圆 正 交 . 
外 接 贺 , 布 洛 卡 贺 , 莱 莫 恩 线 ,等 力 点 属于 一 个 共 轴 圆 组 ,与 
阿波 罗 尼 图 正 交 ， 
我 们 称 这 些 圆 为 舒 特 (Schoute) 共 轴 圆 组 . 
8 495 前 面 所 说 的 六 个 点 中 ,每 -- 个 点 关于 外 接 圆 的 反 演 
点 也 具有 这 样 的 性 质 : 它 的 和 垩 足 三 角形 与 原 三 角形 相似 ,但 方向 
与 前 面 说 的 垂 足 三 角形 方向 相反 ,因此 有 十 一 个 点 , 它 的 重 足 二 
角形 与 原 三 角形 相似 ,其 中 六 个 在 布 洛 卡 加 上 ,五 个 在 芋 莫 恩 线 
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8 496 ”上 述 结果 的 推广 是 相当 明显 的 . 

因为 任意 两 个 关于 外 接 图 或 关于 阿波 罗 尼 圆 互 为 反 演 的 
点 ,有 相似 的 垂 足 三 角形 . 任 取 一 点 关于 这 些 圆 连续 反 演 ,产生 
以 下 结果 : 

定理 “一般 地 ,有 十 二 个 点 ,它们 关于 一 个 已 知 三 角形 的 重 
足 三 角形 ,有 相同 的 给 定 的 形状 .它们 在 舒 特 贺 组 的 两 个 加 上， 
每 个 加 上 六 个 点 .这 两 个 圆 关于 外 接 圆 互 为 反 形 .在 每 个 圆 上 的 
六 个 点 物 成 两 个 三 角形 ,它们 有 三 种 方式 成 透视 , 且 关于 每 一 个 
阿波 罗 尼 辕 互 为 反 形 . 


舒 特 贺 


§ 497 下 面 我 们 来 求 垂 足 三 角形 有 一 定 的 布 洛 卡 角 的 点 
的 轨迹 .由 刚刚 得 到 的 定理 所 示 ,这 个 轨迹 是 舒 特 共 轴 圆 组 中 的 
.个 贺 . 

定理 设 0 是 等 边 三 角形 C1C2C3 的 中 心 , 则 任 一 点 PP 的 
征 足 二 角形 的 布 洛 卡 角 仅 依赖 于 OP 的 值 ; 
及 2 + OP? 
R22: — OPB?' 
因为 PzP;3= CiPsin60" ,所 以 


Cot =/3 加 


PPy+ PaPri+ PiP?=2( CIP?+4 CaP?+ CP:) 


= 3( OC + OC + OC + 3 PO) ( § 275) 
= F(R? + OF’). 
又 由 $ 198， 
PPaP 的 面积 = 十 (R?- OF?)sin’60" = 3.3( ROP?). 
于 是 由 435 得 出 结论 . 
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一- 


系 ” 关 于 一 个 等 边 三 角形 的 垂 足 三 角形 ,共有 给 定 方向 与 
给 定 布 洛 卡 角 的 点 的 轨迹 ,是 以 这 三 角形 中 心 为 圆心 的 圆 . 

$498 定理 ”在任 一 三 角形 中 , 垂 足 三 角形 具有 给 定 方向 
与 给 定 布 洛 卡 角 的 点 的 轨迹 ,是 舒 特 图 组 中 的 一 个 圆 , 即 与 外 接 
圆 和 布 洗 卡 圆 共 轴 的 一 个 圈 . 

首先 ,以 一 个 等 力 点 8 为 中 心 ,施行 一 个 反 演 ,保持 第 二 个 
等 力 点 $ 在 原 处 , 则 已 知 三 角形 变 为 一 个 等 边 三 角形 ,以 3 为 
中 心 ($ 492); 阿 波 罗 尼 贺 变 为 过 $ 的 直线 , 舒 特 贺 变 为 圆心 为 
S 的 圆 .但 由 弛 204, 如 果 一 个 三 角形 与 一 个 点 受到 反 演 的 作用 、， 
那么 这 个 点 关于 这 个 三 角形 的 垂 是 三 角形 ,与 反 形 中 对 应 的 重 
足 三 角形 着 相似 . 现在 由 & 497 .在 这 反 形 中 ,每 个 舒 特 圆 是 甜 足 
三 角形 具有 一 定 的 布 洗 卡 角 的 点 的 轨迹 ,并 且 由 于 这 一 性 质 经 
过 反 演 保持 不 变 ,所 以 在 原来 的 图 形 中 ,这 一 性 质 仍 然 成 立正 . 


推广 


8499 对 布 治 卡 几何 的 推广 ,有 很 多 的 尝试 ,到 得 各 种 成 
果 . 相 似 图 形 的 理论 显然 是 这 种 推广 之 一 ,将 在 下 一 章 讨论 ,但 
其 中 并 无 与 布 洛 卡 点 明显 类 似 的 东西 .我 们 很 简略 地 概述 一 下 
一 两 种 其 他 形式 的 推广 . 

定理 设 P,0 为 任意 两 点 ,PjP2Ps 与 919203 是 它们 关 
于 三 角形 414243 的 密 克 三 角形 , PIP 交 010 于 有 ,PP 交 
人 ao 于 B;, PP 效 则 3 总 于 B3; 则 Bi,B,B3,P,0 在 一 个 圆 上 ， 
这 呵 称 为 推广 的 布 洛 卡 圆 .从 这 些 吾 - 点 向 对 应 的 底线 作 垂 线 ， 
这 些 垂 线 相交 于 这 个 男 上 的 一 点 DO ,过 这 些 召 - 点 作 底 线 的 平 
行 线 , 这 些 线 相 交 于 这 个 图 上 的 一 点 天 .三 角形 B81B2B3 与 
414243 遂 相 似 . 由 4,4a,45 分 别 作 BiB283 的 边 的 垂 线 或 平 


中 ”这 个 定理 ,及 其 解析 证 明 ,由 于 P.H.Schoute,Proceedings ,和 mster- 
dam Academy, 1887 ~ 1888,pp.39 -62. 也 可 参见 Cailatly ,chap. 请 . 
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行 线 ,它们 相交 在 41#4243 的 外 接 图 上 马 . 

其 他 定理 也 可 以 见 到 ,不 少 特 殊 情 况 颇 为 有 趣 ， 

$S00 另 一 种 设计 ,属于 某 莫 恩 ,根据 8 440 的 推广 . 

定理 ” 设 为 平 曾 上 任意 一 点 ,AIK 交 4o4s 于 K' ,等 等 . 
过 天 ' ,分 别 平行 于 A143 与 4442 的 直线 , 交 4142,4143 于 上 ;3， 
M2, 则 A 上 A212,A3Ls 交 于 一 点 克 ，41M ,42M ,4 时: 交 于 
另 一 点 儿 .这 些 点 有 许多 性 质 与 布 洛 卡 点 的 性 质 类 似 . 

$501 塞 尔 得 研究 了 塔 克 贺 的 一 种 推广 处. 本质 上 ,他 的 
圆 是 任 一 对 等 角 共 固 点 P,P’ 的 密 克 三 角形 的 外 接 圆 ( 名 459). 
它们 与 塔 克 加 的 类 似 扩展 到 很 多 方面 . 

S02 蚂 格 (Hagge) 的 一 组 值得 注意 的 定理 多, 描绘 了 三 
角形 中 一 个 一 般 的 圆 ， 

定理 设 P 为 任意 一 点 ,P' 是 它 的 等 角 共 M 点 ,AjP 交 外 
接 圆 于 吨 ,等 等 ;Bi 关于 424; 的 对 称 点 是 C1, 等 等 ; CiP 交 高 
ALH 于 万 ), 等 等 . 则 七 个 点 自 , C03,C2, C3,D1, D2, Di 在 一 个 辐 
上 ,并 且 H 的 对 径 点 T 在 A41424s 中 的 位 置 对 应 于 P 在 
010203 中 的 位 置 . 

又 设 01P,02P ,03P 交 九 点 贺 于 廊 1, 计 2, 充 3; 而 了 ,了 Ya 
分 别 为 1,Xa, As 关于 0203,0301,0102 的 对 称 点 ;最 后 , 设 
00 与 P7 相交 于 Z1, 等 等 . 则 七 个 点 0, ,YY3 ,241,22， 
Z3 共 圆 . 

我 们 可 以 注意 到 当 P 为 肉 心 时 ,第 一 个 定理 中 的 贺 即 夫 尔 
曼 贺 (名 367). 当 PP 为 重心 时 ,第 二 个 定理 中 的 圆 即 布 洛 卡 圆 ， 
见 下 面前 练习 . 另 一 个 例子 见 8 477 ,其 他 例子 不 难 找到 ， 


外 J.A.Thid, Proceedings of Edinburgh Math. Society, I, 1912, 
pp-.17- 34. 

图 出 处 同 前 , 划 ,1898,pp.70 -99. 

图 见 Zeitaehuft fir Math.Unterieht,1907 - 1908,p.257. 
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[299] 


AY 


练习 证明: 第 二 布 洛 卡 三 角形 的 顶点 C .在 圆 41020s 
上 , 设 41 且 交 九 点 圆 于 让 1, 则 三 角形 0203C1 与 0303X1 全 等 
(对称 ). 

§ 503 ”推广 布 党 卡 几 何 到 四 角形 的 尝试 , 仅 有 有 条 件 的 成 
果 . 为 了 获得 有 价 值 的 结果 ,我 们 限于 所 谓 的 调和 四 角形 , 它 的 
特征 是 内 接 于 一 个 圆 .并 且 对 边 的 乘积 相等 .我们 已 经 看 到 
(133) 调 和 四 角形 的 顶点 是 一 个 正方 形 的 顶点 的 反 演 点 . 又 知 
道 ( 200) 设 4A'B'C'D' 为 正方 形 ,P 为 任意 一 点 ; 则 PA’', PB’， 
PC' ,PD' 交 圆 4'B'C'D' 于 一 个 调和 四 角形 的 顶点 ， 

$504 定理 在 一 个 调和 四 边 形 4BCD 中 ,存在 一 个 点 
PP 与 一 个 点 Q, 使 得 

LPAB= /PBC= /PCD = /PDA, 
LO0BA= /008 = /0DC= 04D. 

像 AP ,BQ 这 样 的 直线 相交 得 到 的 四 个 交点 在 一 个 加 上 ,这 圆 
通过 48BCD 的 外 接 圆 圆心 0. 设 OK 为 这 个 圆 的 直径 , 则 天 是 
对 角 线 的 交点 ,对 应 于 共 罗 重心 .过 下 而 且 与 边 平行 的 直线 交 
其 他 的 边 ,得 到 八 个 点 ,这 八 个 点 在 一 个 圆 上 ,圆心 是 OK 的 中 
点 .其 他 塔 克 圆 的 类 似 结 论 世 可 护照 写 出 .大 是 到 这 四 角形 各 
边 距离 的 平方 和 为 最 小 的 点 由. 

练习 请 读者 证 明 以 下 各 节 中 未 证 明 的 命题 : $ 486,481， 


[301] 482,484 ,485,489 .490 ,492 ~ 496 ,499 ~ 504. 


中 参见 Tucker,Educalional Times, Reprint, 44,p.125:; Neuberg, Math- 
esis, RRS,p. 202; Gob, Cong. de Marseille, 18901; Eckhardt, Archiv der Math. 
und Physik, 13, p. 12; Zeitschnft fir Math und Phys. Unternicht, 26, 1905, 
P.409 . 
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和 505 ”以 一 个 三 角形 的 三 边 为 底 , 作 三 个 相似 形 , 在 这 些 
图 形 与 布 洛 卡 图 形 之 间 有 着 密切 的 关系 ,我 们 将 仔细 研究 这 一 
问题 ,发 现 共 强 的 对 应 点 的 位 置 ,或 共 点 的 对 应 线 的 交点 ;确定 
相似 中 心 .然后 考虑 更 一 般 的 问题 , 即 在 一 平面 上 的 任意 位 置 的 
三 个 顺 相似 图 形 的 关系 .我 们 找 出 相似 中 心 及 其 他 著名 的 点 ,从 
而 得 到 一 系列 定理 , 布 洛 卡 定理 是 其 中 的 一 个 特例 .这 特殊 情况 
与 一 般 情 况 分 开 来 用 不 同方 法 处 理 似 更 好 ;两 者 的 类 似 之 处 将 
随时 指出 . 

506 以 和 414243 的 边 六 243,A341,A142 为 对 应 边 作 三 
个 相似 形 . 一 个 熟悉 的 例子 就 是 欧 几 里 得 对 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 
证 明 , 在 这 证 明 中 ,以 一 个 直角 三 角形 的 边 为 边 向 外 作 正 方形 . 
处 于 相似 位 置 的 ,我们 熟悉 的 其 他 对 应 点 还 有 三 边 的 中 点 ,及 第 
一 布 洛 卡 兰 角 形 的 顶点 ( $ 461). 

定理 ”三 个 相似 形 中 ,每 两 个 的 相似 中 心 为 第 二 布 洛 卡 三 
角形 的 顶点 C1, C2, C3. 关于 Ci 的 相似 比 为 中 ,相似 角 为 
180P — ai 

因为 在 §463, 我 们 知道 全 C414;, C14341 相似 ,所 以 对 于 [302] 
按 A142 与 4341 上 的 相似 形 ,C 是 自 对 应 点 .在 832 的 定理 证 


明 中 ,所 用 的 圆 凤 这 里 的 c - 图 ci,cf; 因 此 由 那里 的 基本 定理 
得 到 一 个 直接 的 证 明 . 
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图 104 
8507 定理 任意 三 个 对 应 点 所 成 三 角形 的 重心 为 必 
《名 358). 如 果 三 个 对 应 点 P,P2, 户 3 共 线 ,那么 这 直线 过 点 时 ,并 且 


MP1 + MP; + MPs = 0. 
$508 接 下 去 ,我 们 考虑 三 条 对 应 直线 共 点 的 可 能 性 ,例如 , 熟 
知 的 有 三 角形 三 边 的 垂直 平分 线 , 任 一 布 治 卡 点 与 三 个 顶点 的 连 线 . 
定理 ” 设 三 条 对 应 直线 共 点 , 则 交点 必 在 布 党 卡 加 上, 并且 
它们 分 别 通过 第 一 布 洛 卡 三 角形 的 三 个 项 点 . 
Os 


图 105 
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首先 考虑 三 条 对 应 直线 与 三 角形 三 边 平 行 的 情况 .这 时 平 
行 强 之 间 丰 离 与 #1,a2,a3 成 比例 .如 果 三 条 对 应 直线 交 于 一 
点 ;交点 必 为 共 示 童心 K(5342), 并 且 三 条 直线 就 是 KB， 
KB KB'. 

其 次 , 设 三 条 对 应 直线 分 别 交 三 边 于 Pi, P;, Py. 这 些 直线 
与 边 所 成 的 角 应 当 相等 .如果 这 些 直线 交 于 同一 点 局 ,那么 4， 
P:, Pi 在 同一 圆 上 ,并且 这 圆通 过 相似 中 心 CS33). 因 此 

袜 PyUC) = 人 PyAdiO; 
同 理 
LCUPy= TCAsPs. 

相 加 并 注意 G1, C2, C3 分别 在 相应 的 共 二 中 线 上 ,得 

TCUC = TCA CA = TKC, KC = TC KO. 
于 是 Ci, C2, 玉 ,VU 共 圆 ,但 前 三 点 在 布 洛 卡 加 上 ,因此 5 也 在 
这 个 贺 上 .定理 的 第 一 部 分 证 毕 . 

设 UP 交 这 圆 于 另 一 点 Q1, 则 

LUOK= TAUCK= LUCA = LUP A = LUPLAs. 
因此 QI 平行 于 yh; 从 而 01 与 B81 重合. 

$509 定理 反 过 来 ,连结 布 洛 卡 贺 上 任意 一 点 与 第 一 布 
沼 卡 三 角形 的 顶点 的 直线 ,是 对 应 直线 . 

因为 设 BU, B82U,B3U 过 布 洛 卡 加 上 一 点 也, 交 边 于 Pj， 
P:z,P3, 容 易 看 出 它们 与 边 所 成 的 角 相 等 ,因此 三 角形 B101Pi， 
B202P2, B303Ps 相似 . 

系 ”分别 过 点 BB1,83, B83 的 三 条 对 应 直线 相交 于 布 洛 卡 贺 
上 一 点 . 

$510 定理 布 洛 卡 圆 上 任 一 点 的 垂 足 三 角形 ,有 布 洛 卡 
角 炙 (参见 $498). 

因为 在 上 面 的 讨论 中 ,Pl1P2P3 是 U 的 密 克 三 角形 ;所 以 由 
§ 476 即 得 结果 . 
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[303] 


[Pini 


下 面 考 虑 三 条 一 般 的 对 应 直线 ， 

$511 定理 在 一 个 由 三 条 对 应 直线 组 成 的 三 角形 中 , 它 
的 共 二 中 线 通 过 第 二 布 洛 卡 三 角形 的 顶点 ,并 且 同 交 于 布 洛 卡 
哎 上 的 一 个 点 .这 三 角形 与 原 三 角形 的 相似 中 心 也 在 布 洛 卡 圆 
上 ， 

因为 过 4243,4341,4i42 上 的 对 应 点 P1, P23, PP3, 分 别 作 对 
应 直线 站 ,天 , 厂 ,它们 相交 于 ,52,53( 一 般 说 来 ,这 些 点 不 是 
对 应 点 ) , 则 显然 41, Pi, Pa3, 荆 ,C1 共 贺 ; 

实 Pa41C1= 实 PiCl, 即 六 A2A1KK= 半 oO 
但 三 角形 414243 与 LiL2L3 相似 ; 设 5 为 后 者 的 共 示 重心 , 则 
TAAIK = 六 LzLiU. 
因此 Li, Ci, 共 线 ,CI 在 共 轧 中 线 LU 上 .因为 上 4 上 53 相似 

于 414243, 所 以 

实 L1E2= 实 41K42， 实 CIUC= 实 CIKC>， 
U 在 圆 CiCz 天 上 .最 后 ,相似 中 心 在 一 个 圆 上 ,这 个 圆 过 对 应 点 
U ,KK 及 对 应 直线 41KC EDC 的 交点 Ci, 它 就 是 布 洛 卡 图， 

系 ” 边 为 对 应 直线 的 任意 两 个 三 角形 ,它们 的 相似 中 心 在 
布 洛 卡 贺 上 . 

$512 下 面 研究 共 线 的 三 个 对 应 点 ,我们 已 经 知道 这 样 的 
三 个 点 必 与 重心 共 线 . 

定理 三 个 共 线 的 对 应 点 ,各 在 一 个 过 时 及 第 二 布 阁 卡 三 
角形 两 个 项 点 的 圆 上 ( 支 开 圆 .参见 $ 485). 

点 Ci 是 相似 中 心 . 因 此 设 Pi,P;, Py 为 对 应 点 , 则 三 角形 
CiP2P3; 与 固定 三 角形 CiB2:B3 相似 .所 以 设 PP;P; 过 开 
{$507). 则 
TCPM = 人 CPPy= CBBy = 人 CCB = 并 CC 
《465)., 国 此 PCi,C3 ,时 共 圆 . 

$513 定理 反 过 来 ,每 一 条 过 jy 的 直线 与 三 个 过 开 加 
相交 于 对 应 的 点 . 
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设 一 点 在 一 个 麦 开 贺 上 运动 , 则 它 的 对 应 点 画 出 其 他 的 麦 
开 砚 ,并 且 它 们 与 MM 共 线 . 且 成 立 


MP + MP2+ MP;3 = 人 0. 

与 一 个 麦 开 俐 在 MM 点 相 切 的 切线 ,被 其 他 麦 开 加 截 得 相等 [3061 
的 弦 . 设 MC1 交 毒 开 圆 MC;C3 于 C1, 则 HCI =2 好; C1 作为 
在 4;43 上 的 贸 形 的 点 ,对 应 于 另 两 个 图 形 的 自 对 应 点 C1. 三角 
形 区 4 与 C1C2C3 位 似 . 

$5514 定理 设 414343 的 顶点 与 三 个 对 应 点 Pi,P,,P3 
的 连 线 共 点 , 则 或 者 Pi, Paz, Ps 在 边 的 垂直 平分 线 上 ( 357)， 
或 者 它们 在 相应 的 纽 堡 国 上 ( 8 488) ,并 且 这 些 连 钱 互相 平行 

不 幸 的 是 ,这 个 优秀 的 定理 ,证 明 长 而 复杂 中 ,缺少 启迪 作 
用 . 我 们 将 它 略 去 . 

道 定理 引出 麦 开 圆 的 下 列 性 质 ; 

S15 定 埋 ” 设 过 顶点 作 平 行 的 线段 , 则 它们 交 相 应 的 纽 


也 见 Emmerich 的 书 , $167. 
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堡 圆 于 对 应 点 . 

定理 过 六 点 ,平行 于 41P1,42P2,AsP3 的 直线 ,分 别 通 
过 对 应 三 角形 4243P1,4341P2,4142P; 的 重心. 即 这 些 重心 的 
轨迹 为 相应 的 麦 开 圆 . 

因为 过 扩 并 且 平 行 于 4A1P, 的 直线 ,将 三 角形 4243P| 的 
中 线 PiOi 三 等 分 . 

系 ， 边 4243 的 中 点 ,是 它 所 对 的 纽 保 圆 与 麦 开 圆 的 外 位 
似 中 心 ,相似 比 为 3:1. 麦 开园 MGC;C; 的 圆心 了 在 00), 上 ， 


OiYi= ©ootw, 


半径 为 r= cotzo ~ 3. 
这 麦 开 圆 的 半径 是 六 O01 与 iB 的 比例 中 项 . 又 D- 三 角形 


[307] ( 弛 477) 的 顶点 在 相应 的 麦 开 圆 上. 


$516 现在 我 们 转向 更 一 般 的 ,平面 上 三 个 顺 相 似 图 形 的 
相互 关系 .在 第 2 章 , 我 们 已 经 知道 ,两 个 相似 图 形 确 定 一 个 唯 
一 的 相似 中 心 , 即 自 对 应 点 .在 本 章 的 前 一 部 分 ,我 们 讨论 了 以 
一 个 三 角形 的 边 为 对 应 基线 的 三 个 相似 形 .其 中 很 多 定理 , 作 一 
些 修 改 就 可 以 用 到 一 般 情 况 呈 . 

首先 回忆 一 下 确定 两 个 图 形 的 自 对 应 点 的 方法 . 设 选取 两 
条 对 应 线段 MN ,MM'N' 为 对 应 基线 ,它们 相交 于 半 , 则 较 MM' 
与 NN'X 的 第 二 个 交点 C 是 相似 中 心 . 而且, 设 任 两 条 直线 
MP ,NM'P ,相交 于 图 MM'C 上 的 P 点 , 则 这 两 条 直线 是 对 应 直 
线 . 设 CH 与 CH' 是 C 到 它们 的 垂 线 , 则 图 形 CHPH' 的 形状 一 
定 . 

现在 考虑 三 个 图 形 的 情况 ,可 以 认为 它们 是 由 一 组 对 应 线 
自 , 即 基线 用 MN, 及 2N ,时 3N3 决定 的 .为 避免 极限 情况 的 麻 


中 参 见 Simon 的 书 ,171-- 172 页 ， 
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烦 ,假定 它们 都 不 互相 平行 ,六 个 端点 也 都 不 重合 ,三 个 相似 中 

心 也 不 共 线 ,还 要 求 直线 WMA ;及 3 不 共 点 ,从 而 组 成 
一 个 三 角形 LiL2L3, 将 图 形 王 , 轩 的 相似 中 心 记 为 C1; 有 时 为 

了 强调 它 基 这 两 个 图 形 的 自 对 应 点 ,也 记 为 Cy. 类似 地 ,其 他 
相似 中 心 基 C2; 与 Cj, 即 C594 与 Cy. 加 CCC03 称 为 相似 圆 .在 

三 角形 LL 中 ,M1MH2WM3 的 密 克 点 记 为 时 ,ANWzmw3 的 密 克 

点 记 为 mw .于 是 ,例如 ,7 Ma ,MeCi 和 在 一 个 圆 上 ,5 ,AN ， 

3, CN 在 另 一 个 圆 上 . 

8$517 定理 相似 圆通 过 点 财 , NWN, 直 弘 LC), 上 C3, L308] 

上 LC3 相 奖 于 相似 贺 上 一 点 ， 


因为 设 上 0; 交 L3GC3 于 U, 则 
TCMCs =TCM, LCa+t TEC, LsCy + TLC, MC, 
= 守 MCL2 + LCaM + TC UC 
= EMMI + TL MM + IC UC 
= 实 CyUGs. 
类 和 亿 地 ， LCNCs = 并 CUC3， 
因此 过 C2,C3 与 时 的 圆 也 过 已 与 入 ,从 页 也 过 人 C1. 
$518 定理 任意 :三 条 对 应 直线 组 成 的 三 佣 形 与 析 候 -- 
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L309] 


角形 中 或 透视 , 透 似 中 心 的 轨迹 是 相似 圆 . 从 透视 中 心 V 到 对 


刻 直 线 的 距离 ,与 图 形 的 大 小 成 正 例 (参见 $511). 

设 线 段 DL, ULz, E 被 1 下, 下 分 成 相等 的 比 , 则 
LLLis 上 i 妨 分 别 与 5253, L351, LiLz 平行 ,并 县 是 对 应 直 
线 . 特 别 地 ,过 VU 点 并 且 与 相应 基线 平行 的 直线 ,是 对 应 直线 . 
反 过 来 , 设 三 条 对 应 直线 共 点 , 则 这 点 在 相似 加 上. 

$519 定理 三 条 共 点 的 对 应 直线 分 别 通 过 相似 圆 上 三 
个 固定 的 点 .这 三 个 点 称 为 不 变 点 . 

设 XP;,XP; 是 了 [与 肯 的 对 应 直线 ,它们 的 交点 在 相似 
贺 上 ,它们 又 交 这 个 图 于 7T;, Ti, 则 强 CLT 与 CT 的 大 小 与 
方向 均 为 一 定 , 从 而 7 ,7 了 3: 是 固定 点 . 类似 地 ,XP| 也 通过 一 个 
园 定 点 了). 

系 ”三 个 不 变 点 是 对 应 点 .它们 所 成 的 三 角形 ,与 任 三 条 对 
应 直线 组 成 的 三 角形 逆 相 似 ( 31. 相 侯 园 上 任 一 点 与 三 个 不 
蛮 点 的 连 线 ,是 对 应 直线 ， 

3520 相似 三 角形 与 不 变 三 角形 名 对 一 点 人 成 透视 
{ § 465). . 

因为 记 C1 为 Cy, 以 提醒 我 们 它 是 卫 与 四 中 的 自 对 应 点 ; 
并 令 它 在 工 中 的 对 应 点 为 Cf. 设 TC2 交 TsCG3 于 眉 , 则 Ci 在 
圆 C2CasQ 上 .这 是 因为 

人 CCC = CCITI+ 人 TCC 
=ACACnTyt+ XT ,CnC 
= 实 C7273+ 实 773C3 
= 空 C2TDy, TGC3= 计 C.00,, 
又 C1 与 0 在 直线 Cy3Tl 上 .这 是 因为 
TOTO = TCs= CT Cn, 


QD ” 译 者 注 : 指 C1C;0;. 
包 译 者 注 : 指 TTsTy. 
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实 C3CiQO = 详 CiC20 = CCT = CCnT = TCCID, 
直线 C07 与 图 0C2C3 的 交点 ,是 对 应 于 C2 的 点 C1 
( § 513). 

521 定理 已 知 两 组 直线 ,每 组 由 三 条 不 共 点 的 对 应 直 
线 组 成 , 则 两 组 所 形成 的 两 个 三 角形 相似 ,它们 各 自 的 透视 中 
心 D 是 关于 这 两 个 三 角形 的 对 应 点 ,它们 的 相似 中 心 在 相似 贺 [3101 
上 ($512). 

$522 定理 设 Pi, P,P 是 相似 图 形 中 的 对 应 点 , 则 图 
Pi1CG2C3,P2aC3C14,P3C4C3 相交 于 一 点 P， 

天 为 我 们 在 516 末 知道 贺 PP3C1, Pa3P1C3, PLP2C3 共 
点 ,所 以 由 $188e 即 得 结论 . 

定理 立 C0C3= 字 PPIPy+ 半 CPIGs. 

523 ”定理 设 三 个 对 应 点 Pi,P;, Py 以 这 样 的 方式 移 
动 : 宁 P2P1P3 始终 等 于 一 个 已 知 角 a, 则 每 个 点 在 一 个 固定 的 
圆 上 ; P 的 轨迹 是 过 C3, C3 而且 

CPiCs+a = 袜 C2003 
的 圆 .同时 P;, P; 在 对 应 的 圆 上 .特别 地 , 共 线 的 三 个 对 应 点 的 
轨迹 是 四 CC30 ,C3C10 ,C1C20. 

定理 ”任意 一 条 通过 三 个 对 应 点 的 直线 ,也 通过 0. 

因为 ” 详 C3OPI= 详 CCipi= 立 CCPs= 实 COP，. 

$524 定理 有 且 仅 有 一 组 对 应 点 ,它们 组 成 的 三 角形 与 
一 个 已 知 三 角形 相似 . 

设 需 要 找 一 个 对 应 点 组 成 的 三 角形 P,P;P;, 相似 于 一 个 
已 知 三 角形 WYV3. 当 一 个 角 , 如 P,P1P;, 等 于 已 知 角 YY Ts 
时 ,每 个 顶点 的 轨迹 是 一 个 圆 . 如 果 现 在 指定 第 二 个 角 , 我 们 得 
到 第 二 组 三 个 轨迹 圆 . 容易 看 到 两 组 圆 相交 于 一 组 对 应 点 ,为 了 


也 ” 译 者 注 : 似 指 每 个 三 角形 与 相似 沽 角形 拘 透 视 中 心 ， 
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在 PP 户 , 入 共 线 时 ,建立 类 似 的 定理 ,需要 一 个 不 同 的 而 且 较 
长 的 证 明 . 
$525 定理 有 且 促 有 --- 组 对 应 点 ,它们 之 间 的 距离 ,与 


[30] 任 三 个 已 知 的 共 线 点 之 间 的 距离 成 比例 . 


$526 练习 a. 求 三 个 相似 图 形 中 ,三 个 对 应 点 各 自 的 
轨迹 :( ©) 已 知 PIP2: PiP3 为 定 值 . (i) 已 知 三 角形 PP;P3 的 
面积 为 定 值 . 《和 而) 已 知 ; 的 长 为 定 什 ， 

b， 确 定 在 一 组 三 个 相似 灸 形 中 ,基本 元 素 的 选择 的 自由 程 
度 有 多 大 .例如 ,证 明 如 果 两 个 三 角形 成 透视 并 且 内 接 玉 同一 -个 
圆 .那么 每 一 个 可 以 作为 这 种 组 的 相似 三 角形 , 另 一 个 作为 不 训 
三 角形 . 

+， 在 这 里 讨论 的 一 般 理 论 与 本 章 前 一 部 分 的 特殊 理论 之 
间 ,建立 起 完全 的 平行 关系 :第 一 布 洛 卡 三 角形 是 不 变 三 角形 ， 
第 二 布 党 卡 三 角形 是 相似 三 角形 , 麦 开 圆 即 加 09C;Cs 等 


d. 在 一 般 情 况 ,存在 -一 个 三 角形 4i4z43, 使 相似 图 形 可 在 
它 的 边 上 而 作出 的 条 件 是 :点 Q 是 不 变 三 角形 的 重心 . 
练习 在 本 章 中 ,下 列 各 节 由 读者 证 明 : § 507,509,513， 


[312] S14), (S15),518,519,521 ~ 523,(525), (526). 
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下 面 的 符号 在 全 书 中 意义 保持 一 致 .不 幸 地 ,必须 使 用 一 些 
符号 ,在 本 书 不 同 的 部 分 有 不 同 的 意义 ;下 面 的 表 包 含 了 所 有 标 


淮 化 了 的 符号 . 


一 般 地 ,表示 一 个 点 的 字母 ,如 果 加 上 下 标 , 我 们 理解 为 由 
这 点 到 这 三 角形 的 指定 边 的 垂 线 的 三 足 ( 于 是 天 ,天 ,大 是 点 
KK 的 垂 足 三 角形 的 顶点 ). 但 这 不 是 一 个 永远 不 变 的 约定 ;下 标 
也 常常 在 其 他 意义 下 使 用 (如 六, Ni,Aa,ws 的 情况 ). 


符号 

点 1 A243 
1 2 3 
| 
B1, B2, Ba 
Cl C2 C3 


Di,Dpz,D3 


已 如 三 角形 的 顶点 

这 长 

三 角形 的 角 

第 一 布 将 卡 三 角形 的 顶点 
第 三 布 洛 卡 三 角形 的 顶点 
一 个 相 伴 三 角形 的 顶点 
OF 的 中 点 

重心 

高 的 垂 足 

高 的 长 

内 心 


小 译 者 注 :以 下 数码 为 原版 书 中 的 页 数 . 


页 数 中 
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[313] 


[314] 


关 代 开本 


了 
发 
LirL2s Ls 
NY 
m1 M2 M3 
Nn 

Nis N2, Ns 
nD 

O01, 002,03 
Rn 

R,R' 
S19 

生 

3 

T 

2 


a 

a 
P12 03 
fn 


< 
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泛 心 
共 箔 重心 
阿波 轩 尼 国 的 圆心 
重心 

中 线 的 长 

奈 格 尔 点 
纽 私 圆 的 图 心 

外 心 
让 的 中 点 
外 接 固 半径 
等 角 中 心 

等 力 点 

斯 坦 纳 点 

半 周 长 

泰利 点 
OK 的 中 点 


已 知 三 角形 的 面积 
内 切 图 半径 
沉 切 贺 半 径 
布 次 卡 点 
布 洛 卡 角 


《译名 后 的 数码 为 原 书页 码 ) 


各 

Aflolter 77 ' 

Aleebra of directed lines 有 了 向 线段 
的 代数 2 

Algebraic equations and formulas = 
数 方 程 与 公式 188 以 下 

Alison 251 

Altitudes 高 9,148,162 以 下 ,189 


Angle bisectors ” 角 平 分 线 9,148， 
149,182 以 下 ,255 

Angles ,directed 有 向 和 11~15 

Anharmonic ratio 调和 比如 

Anning 244 

Antihomologous points 。 逆 对 应 点 
19~21,41 


Antiparallels ”北平 行 ” 172, 215， 
271 

Antipedal triangjes 逆 答 足 三 角形 
225 


Antisimijihude, circles of 遵 相 权 网 
96 以 下 


Apollonius, circles of 阿波 罗 尼 贺 
40 ,294 
problem of 阿波 网 尼 问 题 117 

~21 
theorem of 阿波 罗 尼 定理 70 
Arbelos 鞋匠 的 刀 116 
Archibald vi,ix 
Archimedes 阿 基 米 德 116 

B 

Baker,H.F. 122 
Baker, Marcus 189 
Barrow 157 
Beard 211 
Bisectors 见 Angle bisectors 
Bodenmiller 波 登 密 勒 172 


Brianchon,theorem of 布 利安 柔 定 
理 237 
Bricard 布 里 卡 245 
Brocard angle 布 洛 卡 角 266 
as related to angles of triangle 作 
为 与 忒 前 形 有 美的 角 ”298. 


24 一 


-共和 欧 开刀 和 学 


293 
axis 布 洛 卡 轴 272 以 下 ,295 
circle 市 洛 卡 图 278,297,300， 
303 

first triangle 第 一 市 洛 卡 三 角形 
277,303 


geometry of the quadrangle 由 前 
形 的 布 洛 卡 几何 301 
第 二 布 洛 卡 三 角 
形 C279,296,302 以 下 


points 布 洛 卡 点 ”264 以 下 


second tnangle 


CC 
Candy 78 
Casey ,Jahn 开 葵 vi,36,97,113, 
122,263 


theorem on powers 开 世 关于 因 
的 定理 86,88 
Criterion for cireles langent to a cir- 
cle 开 世 关于 几 个 圆 同 切 于 
一 个 图 的 判别 法 ”121 以 下 
Center of pravity 重心 ”174,248， 
249 
Center of similitude, homothetic 机 
似 中 心 ,位 似 中 心 ”18 
of directly similar figures 


形 的 相似 中 心 23,302 


师 相 似 


of three 5ircles ”三 个 圆 的 位 航 中 
心 151 . 
of two cireles 两 个 加 的 位 似 中 
必 19.197 
Ceva 高 让 148 
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theorem of 塞 瓦 定理 145~ 147 
可 参见 Antisimili- 
tude, Apollonius ，Brocard ，Circum- 
soribed, Coaxal ,Cosine ，Escribed ， 
Fuhrmann ，Hart ，Jnscmbed ，Lemo- 
MecCay, Miquel ， Neuberg 
Nine - Poim, Pedal, Schoute, 
Similitude , Spieker, Taylor, Tripli- 


Cirele, circles 


ine, 


cate ,ratio Tucker 
Circles ,generalization of term ”图 , 术 


语 的 推广 8 


intersecting at given angles 交 成 
已 知 角 的 贺 128 以 下 

orthogonal 正 交加 33 

arthogonal to a given cirele 一 今 


已 知 圆 的 正 交加 ”4 特 
otthogonal to two circles ”两 个 图 
的 正 次回 3 打 
tangent , extemaljy or intemally 
商 右 相 切 ,外 切 或 内 切 ”110 
langent to two, three or four circles 
与 两 个 、 三 个 ,可 个 圆 相 切 的 图 
Hi 以 下 
three equal ,through a point 
一 点 的 三 个 相等 的 贺 75 
Circumeircle and circumeenter 
俩 与 外 心 8,9,161 以 下 
as related to ineenter 与 内 心 的 关 
系 186 
Coaxal cireles , definition and proper- 


共 轴 图 ,定义 与 命题 34 以 


过 网 


外 接 


les 


T 


systema , conjupate “ 共 轴 加 组 
37 ,199 ,279 

Coaxaloid cireles 
276 

Collinear points on sides of triangle 
三 角形 边 上 的 共 线 点 ”147 

Concurrent lines through vertices of 
triangle 过 三 角形 项 点 的 共 点 线 
145 

Congrment figures 全 等 形 18 

Conjogate pointas and lines 共 固 点 
与 共 轰 线 102 

Conjugate coaxal systems ” 共 辆 共 轴 
加 组 37 

Coolidge 林立 芭 
130 

Cosine circle 余弦 圆 271 

Cosines ,law of 余弦 定理 1 

协 共 辆 中 线 


共 轰 共 轴 圆 组 


[315] 


vii,ix, 115, 124, 


Cosymmedian triangles 
三 角形 218,283 
Crelle 克 荣 尔 263 
Cross matio 交 比 加 


Cyclic quadrangle 网 Quadrangle 


Desarguea theorem of 向 沙 格 定 理 
230 

Directed angles 有 向 角 11 以 下 

Directly similar figures 绒 相 筷 形 
18 


dOcagne 250 

复出 ”的 
Drawings 和 作 图 的 
Droz-Famy 杜 洛 斯 一 凡 利 
Duran Loriga 洛 瑞 革 260 
Durell vii,152 


Double ratio 


256 


Eckhardt 301 

Emmerich vii,263 

Equibrocandal triangles ”等 布 洛 卡 角 
的 三 角形 ”282 以 下 ,287 以 下 

Equilateral triangles on sides of given 
tiangle 已 知 三 角形 边 上 的 等 边 
三 角形 218 

Equilateral triangles projected into e- 
quibrocardal triangles ”等 边 三 角 
形 射影 成 等 布 洛 卡 三 角形 ”290 
以 下 

Escribed circles 网 Exeircles 

Euclid 殉 几 时 得 (1 43),61 

Euler 歼 拉 3,76,165,196 

Euler line 欧 拉 线 165,199,259 

Excenters and excireles 旁 切 圆 与 

旁 放 182 以 下 ,225 

Exmedians and exmedian points 外 
中 线 与 旁 重心 175,.176 

Expansion of figure ”图 形 的 及 上 胀 
21 

Exsymmedians and exsymmedian 
points 外 共 轨 中 线 与 旁 共 轴 重 
TT 214 
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所 柜 下 拒 几 得 学 


Extemal center of similitude of two 
circles 两 个 癌 的 外 位 杞 中 心 
19 


F 


Fermal 费 马 了 ,221 
Feuerbach 费 尔 巴 只 
200,204,277 
theorem of 费 尔 巴 啥 定理 
200 下 ,244,246 
fontent 圭 腾 344,245 
Forces treated geometrically 为 的 几 
何 处 理 251 


Formulas for the triargle 


190. 195, 


127， 


三 角形 的 


有 关公 式 11,189 以 下 ,266 以 
下 四 
transformation of ”公式 的 转 吉 
I91 


Four cireles touching a circle: Casey'’s 

与 一 个 贺 相 切 的 四 个 
项: 开刀 前 判定 法 122 以 下 

Fuhrmannm 夫 尔 蝇 vi,65,81， 
175,228,254,26] .263 

Fuhmann triangle and eirele 去 和 尔 
及 三 角形 , 夫 尔 开国 228,300 

Faortes 据 地 76 


criterion 


G 
Gallatlly 六 拉 特 雷 vii, 157， 225,， 
247,290 
Causs - Bodenmilier 高 斯 一 波 登 密 


勤 172 

Gergonne 约 尔 刚 ta0 
point of 约 尔 刚 点 184,216 
Cob 区 起 259,301 

Crebe point 糙 黎 伯 点 213 
Gnffiths 245 


H 


哈 格 
Happach 240 


Harmonie set 


Hagge 181, 300 

调和 点 集 ”0,149 

quadrangle ”调和 四 角形 ” 100， 
301 

Hant ,theorem of 哈 特 定理 

哈 威 ”205 

林 蕉 一 193 

Hexagon inscribed in circle 
六 边 形 235 

Hillyer 希 耶 1 人 2 

Homologous points 对 应 点 18 
of two circles 两 个 加 的 对 应 点 
19 

Hoemothetic center 位 条 中 心 18 
centers of two cireleg ”两 个 个 的 
位 似 中 心 “19,41 
figures 位 似 形 18 

hypocycloidl 圆 内 旋 轮 线 


127 
Harvey 

Hayashi 
图 内 接 


212 
I 


Incenter and excenlers 。 内心 与 旁 心 
182 F240 


of four points on a cirele 网 上 四 
点 的 内 心 与 旁 心 255 
of complete quadrilateral 完全 四 
边 形 的 内 必 255 
Ineirele and incenter 
心 


肉 切 图 与 内 
9,182 以 下 ,200 以 于 ,225 
]nfinity , pomts at 无穷 远 点 5 
line at 无穷 远 强 7 
in inversion geometry 反 演 几何 
中 的 无 穷 远 5 
见 Incincle 


]ntemal center of similitude of two 


Inacribed circle 


circles ”两 个 图 的 内 位 似 中 心 
19 

Jovariable triangle 不 变 的 三 角形 
310 

Jnversely similar figures ” 逆 相 似 图 
形 18,26 


Inversion , definition and leading prop- 
erties 上 反 注 ,定义 与 主要 性 质 
43 以 下 
constmuetions ” 反 演 的 作 图 46， 

47 
further properties 到 演 的 进一步 
人 性质 9%6 以 下 ,100 以 下 

in space 空间 的 反 演 106 以 下 

applications of 反 演 的 应 用 

波斯 里 亚 反 


lnversor of Peaucellier 


演 器 ”48,51 


[sodynanic points ”等 力 点 ”222， 
295 以 下 
Isogonal lines 等 角 线 133,234 


等 角 共 思 
下 ,213,243 


lsogonic centers 


conjugates 154 以 

等 角 中 心 218 

[sosceles similar triangles om sides of 
Eiven tiangle 已 知 三 角形 边 上 
的 相似 的 等 萎 三 角形 ”223 

等 距 共 思 


[316] 


Jaotomic conjugates 
157,278 


J 
雅 党 比 ”263 


Japanese theorems 
192,193 


Jacobi 


朋 本 定理 


K 
Kirkman 完 克 虹 236 
L 


Lachlan 拉 锡 兰 
122,130,157,237 
Lange 196 
Larmor 127 
Laws of sines and cosines 正 攻 与 余 
蓄 定 理 11 

Lemoine ”区 莫 恩 192,263,300 
莱 莫 恩 加 ”273,278 
circle, second 第 二 菜 英 轧 圆 


vii, 26,97, 102, 


circle 


271 
line 菜 莫 蝶 纵 294,297 
point 莱 莫 恩 点 213 


i Topus of center of circle orthogonal to 


— 2835 


深信 放 全 北林 学 


two piven eireles 上 与 葬 个 已 知 贺 
正 交 的 图 的 图 心 的 轨迹 ”34 


of center of similihide of two circles 


两 个 项 的 相似 中 心 的 圾 迹 5 

of point having egqual power with re- 
人 rd to 4wo cinctes ”关于 两 个 出 
有 枚 等 短 的 点 的 斩 迹 31 

of a Point whence a given segment 
subtends a given angle 对 一 已 
知 线段 张 已 知 角 的 点 的 轨 迹 
38 | 

of point whose distances from given 
points are in given ratio 到 两 
个 已 知 点 的 旗 离 为 已 知 比 的 点 
的 轨迹 38 


of point whose pedal triangle js 


isosceles ” 重 足 二 角形 为 等 腰 
二 角形 的 点 的 轨迹 295 

of point whose pedal triangle has a 
君 ven Brocard angle 垂 足 三 角 
形 有 已 知 布 滩 卡 角 的 点 的 轨迹 
298 


of vertex of triangle on given base 


and with given Brocard angle 
已 知 底 上 具有 已 知 布 洛 卡 角 的 
三 角形 项 点 的 轨迹 287 


M 


Mackay.J.S， 惠 凯 vi,78,.116， 
137,138, 186, 189, 192, 196, 213, 
215,222 

Mannheim 去 诲 姆 143 
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Maps 地 图 24 
Marr 马尔 254 
MeCay 麦 开 245,263 
cipvles 麦 开 贺 290,306 
Medians and median point 中 线 与 
开心 9,148,161,173 下 ,223， 
225 
Median point as Genter of gravity 而 
心 与 物理 上 的 重心 14,249 
of first Brocard triangle 第 一 布 党 
卡 三 角形 的 重心 ”279 
of triangle of homologous points 
对 应 点 斯 成 三 角形 的 重心 
223,303 
Median tiangle ”中线 三 角形 ”282， 
233 
Menelaus, theorem of 门 奈 劳 斯 定 
理 147,148 
Mention 十 地 203,255 
Minima, 中 eorems conceming 关于 
最 小 的 定理 169,175,216.217， 
221 
Minimum chord 最 小 弦 29 
Miquel,theorem of 密 克 定理 131 
以 下 
Miquel point, triangles ,eircles 密 克 
点 , 密 克 三 角形 , 密 克 图 131 以 
下 
Money ,theorem of 英 革 定理 253 
Muir 137 


N 


Nagei point 奈 略 尔 点 “149,184， 


225 以 下 

Neuberg 纽 保 247,263,301 
Neuberg circles 组 保 团 287.307 
Nine point circle ” 丸 点 网 ”165,195 
以 下 ,200 以 下 

Notation for triangle 三 角形 中 的 符 
号 8 
Index of 
313 


Null — circle: 


三 角形 中 的 符号 的 索引 


零 加 3,30 
0 


Orthocenter of triangle 三 角形 的 垂 
心 9,98,161 以 下 ,223 
Orthocenters of complete quadnilateral 
完全 四 边 形 的 垂 心 172.209 
of cyclic quadrangle ”人 悦 内 接 四 角 


形 的 垂 心 169,251 
Orthocentric system ”重心 组 1 牛 


MTF ,182,197 

center of gravity 重心 组 的 重心 
249 

polar circles ” 牌 心 组 的 极 


177 
Orthogonal eineles 正 交 图 ” 33， 
163 ,167 
circlesyfour mutually 个 个 王 相 
正 交 的 178 


ui 


eirele ,common to three circles 
个 圆 的 公共 正 交 图 4 
DOrthopole ”对 极 点 247 


P~cirle P- 图 226 
Pappus;theorems of 帕 普 斯 定理 
117,237 
Parallel projection of equilateral trian- 
zles ”等 边 三 角形 的 平行 射影 
290 
Parallelogram law 
251 
Parallels , meeting at infinity 平行 线 
相交 于 无 鹤 远 点 6 
Paralogic triangles ” 神 彰 的 三 角形 
258 
了 Pascal ,theorem of 帕斯卡 定 束 
235 
Pedal circle ”三 足 辆 135 
of Brocard points 布 洛 卡 点 的 垂 
足 疯 ”270 
of isogonal conjugate points 等 角 
共 轴 点 的 厄 足 名 155 
Pedal cireles in complete quadrangle 
完全 四 衣 形 的 恒 是 圈 240 
Pedal line 垂 足 线 137,138 以 下 
Pedal triangles 于 足 注 角 形 135， 
136.139 
area of 
139 
of orthocenter and wireumcenter 
重心 与 外 它 的 垂 足 三 角形 
162 ,163 ,197 
Pedal wiangles of Brocard points 市 


平行 蚂 边 形 法 则 


垂 是 三 角形 的 击 积 
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过 


洛 卡 点 的 垂 足 三 角形 ”269 


Perimeter of triangle , center of gravity 


of 三 角形 的 周 长 ,重心 ”249 

Perspeetive 透视 230 以 下 
Brocard triangles 透视 的 布 洛 卡 
三 角形 280 

double and tripie 两 重 透 寓 与 三 
重 透 视 234 


Poincare 庞 却 菜 4 科 

Points at infinity 无 交 近 点 5 

Points whose pedal triangles have giv- 
en form ”和 惟 足 三 角形 形状 为 已 知 


的 点 136,297 
Polar axis of tmiangle 三 角形 的 极 轴 
199 
Polar cirele of triangle 三 航 形 的 根 
网 176 碳 王 
Polar of symmedian point 共生 重 心 
的 极 线 294 
of point with regard to eircle 点 半 
于 人 图 的 极 线 100,.104 
reciprocation 极 倒 形 237 
trilinear 三 重 极 线 150 
Poles and polars 极点 与 极 线 100 
记 下 
Poncelet 彭 赛 列 138,195 
theorems of 彭 赛 列 定理 91 
Power of point as to circle 点 关于 
夯 的 幕 28 以 下 
of a triangle 点 关于 一 个 三 角形 
的 军 260 


Problem of Apollonius 合 波 罗 尼 问 
一 288 一 


题 117 以 下 

Prujective geometry 射影 几何 0， 

230 

Ptolemy ,theorem of ” 托 勒 窗 定 理 

62.,63 

corollaries ” 托 勒 密 定理 的 系 6 
以 下 

generalizations 托 勤 密 定 理 的 推 
广 65,89,122 


Q 


Quadrangles and quadrilaterals, sim- 
简单 与 完全 的 
四 角形 与 四 边 形 61 
Quadrangle inseribed in circle -加 内 
接 西 边 形 81 以下, 闻 1 以 下 
调和 四 角形 


ple and complete 


Quadranglke , harmonic 
100,301 
Quadrilateral .complete 
bl 
hisectors of angles ”完全 四 边 形 
的 角 平 分 线 253 
mid — points of diagonals collinear 
完全 四 边 形 对 第 线 的 中 点 共 线 
62,132,172 
Miquel point and Simson line 完 
全 四 边 形 的 密 克 点 与 西 摩 松 线 
139 
perspectiye Propetties ”完全 四 边 
形 的 透视 性 质 234 
polar cireles coaxal 完全 四 边 形 
的 极 圆 共 轴 179 


完全 四 边 形 


及 
Radical axis 根 轴 31 以 下 
eonatmuetion ” 根 轴 的 作 攻 33 


relation to homothetic centers ” 根 
轴 与 位 似 中 心 41! 
根 心 “3 科 
as center of common orthogonal cir- 
cle 根 心 是 公共 正 交 图 的 中 心 
34 
Radii of in- and ex— centers, formulas 
conmecling 内 切 贺 与 旁 切 税 的 半 
径 的 公式 189 
Ratio of distances from point to three 
一 点 到 三 个 它 知 点 
的 距离 的 比 66 以 下 ,143 
Ratio of line - segments ”线段 的 比 


Radical center 


Fiven points 


4,7 

on side of triangle ”三 角形 边 上 的 
比 59 

Reflection 反射 21 


Resultant of veciors .向 量 的 合成 
251 

Rotation 旋转 21 

Russel] 罗素 由 ,169 


S 


Salmon 未 尔 睾 
Sanjana 212 
Schoute ,cireles of 舒 特 国 297 


和 


105 


1 r 和 


-Le 


Schroeder lI89 

Schroter 合 若 特 ”261 

Self - conjugate triangle ” 自 共 轿 三 
角形 105,177 

Se 此 - homologous point 自 对 应 点 
23 

Servois 137 

Shoemakers Knife ”鞋匠 的 刀 116 

Similar figures 相似 形 16 以 下 ， 
302 以 下 
girectly “” 顺 相 似 形 21 以 下 
homothetic 位 似 形 1 以 下 


inversely ” 道 相 似 形 ”好 
three ”三 个 相似 形 ” 302 以 下 
Similiide 见 Centers and Cirele of 
similihide 
西 莹 vi,76,116,120 
西 麻 松 76,137 
Simson lines of a triangle 
西 摩 松 线 
211 
of a cyclic qmmadrangle 贺 内 接 内 
边 形 的 西 摩 松 线 ”209,243， 
251 
Simson line of a complete quadrilater- 
引 完全 四 边 形 的 西 摩 松 线 
139 ,209 
Simson line, generalization 
线 的 推广 ”209 
Sinesslaw of 正 艾 定理 11 
Sondat 桑 过 259 


th Er 


Simon 
Simson 
三 角形 的 
137 以 下 ,206 以 下 ， 


西 摩 松 


进 代 深 导 几 村 学 


Spencer:iHerbert 斯 宾 塞 151 
斯 伯 克 圆 226,249 


Spieker circle 


Steiner 斯坦 纳 200,221, 255， 
256,259 
chain of circles 斯 坦 纳 圆 链 
]]13 以 下 
point 斯 坦 纳 点 281,288 
Stereographic projection 球面 射影 
106 
Sylvester 西 尔 维 斯 特 251 


Symmedians and symmedian point 
共 酸 中 绢 与 共 阔 重心 213 以 
下 ,268 以 下 ,271 以 下 ,303 以 下 

对 称 18 


Symrmetrical congruence 
T 


Tangeney of circles,a condition for 贺 


[318] 相 切 的 条 件 89 


Tangeney of circles, extemal and in- 
ternal 圆 的 相 切 ,内 切 与 外 切 
110 
like and unlike 

相 切 10 

Tangents to cirejes ,direet and trans — 
verse 圆 的 会 切线 ,内 公 切 线 与 
外 公 切 线 19,111 

Tangent Circles 见 Cireles 

Tangents to cireumeirele of triangle 
三 角形 外 接 罗 的 切线 214 

Tany point 泰利 点 282,288 

泰勒 ”254 

泰坦 图 277 


同 向 相 切 与 异 向 


Taylor 
Taylor circie 


一 290 


Third 塞 尔 得 277,299,300 
托 利 拆 里 ”221 


Transformation of theorems ”转换 的 


Tomieeli 


定理 191 
Translalion 平移 21 
Triangle 三 角形 有 以 下 


inscribed in given triangle, divid- 
ing its sides in equal ratios 已 
知 三 角形 的 .分 边 为 定 比 的 内 
接 三 角形 80,175,250,284 

inscribed in another and similar to 
it 内 接 于 另 一 个 三 角形 并 与 
一 个 三 角形 相似 的 三 前 形 
276,297 

inscribed in one cirele and cirecum- 
seribed to another 内 接 于 一 个 
圆 并 与 另 一 个 贺 外 切 的 三 角形 
187 

self - conjugate 
105 

Triplicate ratio circle 

274 

Trisectors of angles of triangle 
形 负 的 三 等 分 线 253 

塔 克 263,301 

塔 克 贺 


自 共 粕 三 角形 
三 乘 比 男 
三 角 
Tucker 


Tucker circles 


300 


274 以 下 ， 


VY 


Vectors 向量 251 
维 维 亚 尼 221 


Viviani 


六 allace line 华 革 七 线 138 
可 ceil 韦 勒 ”245,252 
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几何 学 历史 悠久 , 自 欧 几 里 得 算 起 ,也 已 经 有 两 千 多 年 .学 
末 欧 儿 里 得 几何 , 既 有 优美 的 图 形 , 令 人 富 心 悦目 ; 吧 有 众多 的 
问题 , 供 大 家 思考 探索 . 它 的 论证 严谨 而 优 乔 , 命 吓 美 丽 而 精致 . 
入 门 不 难 ,魅力 庞 限 . 因 此 吸引 了 大 批 业余 的 数学 家 与 数学 爱好 
者 ,在 这 时 大 显 身 手 . 

平面 欧 几 里 得 尺 何 学 是 -- 座 二 窗 的 宝藏 .经 过 两 千 多 年 的 
采 括 ,大 部 分 菁华 已 经 落 入 人 类 手中 ,然而 ,在 上 一 世纪 后 半 叶 ， 
又 发 现 了 一 个 宝库 ,得 出 不 少 新 的 结果 ,当时 称 为 近世 几何 学 . 
约 输 避 (R.A.Johnson) 的 这 本 书 , 就 是 对 这 一 部 分 内 容 的 -个 很 
好 的 介绍 .问世 以 来 , 深 受 欢迎 ,被 欧美 不 少 大 学 选 作 教材 .直到 
本 世纪 如 年 代 , 还 有 新 的 版 本 出 现 . 

四 九 年 以 前 ,本 蔬 曾 由 碟 丕 荣 先 生 钢 译 ,在 国内 颇 有 影响 . 
我 在 中 学 读书 时 ,就 曾 与 数学 小 组 的 朋友 们 一 起 学 习 过 .但 印 译 
本 是 文言 意译 ,每 每 有 与 原文 不 尽 符合 的 地 方 , 也 不 太 适 合 现在 
使 用 避 话 的 读者 .同时 , 甩 译 本 早已 绝版 ,经 过 文革 动 火 ,更 是 很 
难 见 到 .因此 ,应 当 重 译 此 书 以 适应 各 方面 的 策 要 . 

欧 风 里 得 几何 能 否 又 一 次 再 现 辉 煌 ? 未 来 的 事 难 以 逆 料 . 
或 许 如 著名 数学 家 杨 (J.WW. Young) 在 介绍 本 书 时 所 说 的 ,数学 
夫 服 装 一 样 ,往往 重复 过 去 的 时 尚 .至 少 ,几何 的 训练 对 于 人 ,是 
非常 需要 的 .在 1998 年 美国 科学 秆 会 上 ,学 者 们 一 致 认为 21 世 
纪 的 教育 应 把 几何 学 放 在 头等 重要 的 地 位 .硅谷 的 蕊 克 斯 韦 尔 
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等 人 莫 至 喊 出 ”几何 学 万 岁 " 的 口号 .由 此 可 匈 , 重 译 此 书 确 实 很 
有 必要 ， 

应 上 海 教育 出 版 社 叶 中 豪 先 生 之 遵 , 承 乏 重 译 这 本 名 著 .每 
日 课余 ,“ 扑 " 稿 纸 十 页 ,终于 完成 任务 .但 这 书 篇 幅 不 小 ,我 又 区 
眼色 花 . 恐 怕 难 免 有 误 译 或 不 要 之 处 , 散 请 读者 指正 . 


单 ” 境 
1998 年 于 广州 桂花 岗 
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